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Ë.À. ×åðêàñ, À.À. Ãðèíü

1. Ââåäåíèå
Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïîëå f = (P, Q), îïðåäåëÿåìîå ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâîé âå-

ùåñòâåííîé àâòîíîìíîé ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ïëîñêîñòè
dx

dt
= P (x, y),

dy

dt
= Q(x, y), (x, y) ∈ Ω ⊂ R2, (1)

ñ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè P è Q ïî ñîâîêóïíîñòè ïå-
ðåìåííûõ x, y â îáëàñòè Ω, â êîòîðîé àíòèñåäëî O(0, 0) ÿâëÿåòñÿ å¼ åäèíñòâåííîé
îñîáîé òî÷êîé.

Êàê èçâåñòíî [1-3], ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ëîêàëèçàöèè è îöåíêè ÷èñëà ïðåäåëü-
íûõ öèêëîâ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ñëîæíîé ïðîáëåìîé ïðè ïîëíîì êà÷åñòâåí-
íîì èññëåäîâàíèè ñèñòåì (1), âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ýôôåêòèâíî ðàáîòàåò êðèòåðèé
Áåíäèêñîíà-Äþëàêà [4-6]. Îäíàêî äëÿ åãî ïðèìåíåíèÿ ê ñèñòåìå (1) êëàññà C1 â
îáëàñòè G ⊂ Ω ñíà÷àëà íóæíî íàéòè âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ B(x, y) ∈ C1(G)
òàêóþ, ÷òî â G âûðàæåíèå

F (x, y) = div(Bf) =
∂(BP )

∂x
+

∂(BQ)

∂y

íå ìåíÿåò çíàê, è êðèâàÿ F (x, y) = 0 íå ñîäåðæèò ïðåäåëüíûõ öèêëîâ. Òîãäà ñèñòåìà
(1) â äâóñâÿçíîé îáëàñòè G ìîæåò èìåòü íå áîëåå îäíîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà, à â
îäíîñâÿçíîé îáëàñòè G ïðåäåëüíûõ öèêëîâ áûòü íå ìîæåò. Êðèòåðèé Áåíäèêñîíà
ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì êðèòåðèÿ Äþëàêà ïðè B ≡ 1.

Â òàêîì êëàññè÷åñêîì ñìûñëå ôóíêöèÿ B(x, y), íàçâàííàÿ ôóíêöèåé Äþëàêà, ïðè
äîêàçàòåëüñòâå îòñóòñòâèÿ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ ïîëèíîìèàëüíûõ ñèñòåì (1) â îäíî-
ñâÿçíîé îáëàñòè è åäèíñòâåííîñòè ïðåäåëüíîãî öèêëà â äâóñâÿçíîé îáëàñòè èñïîëüçî-
âàëàñü ìíîãèìè àâòîðàìè [1, 4, 5]. Îäíàêî ïîñêîëüêó ñàì êðèòåðèé íå äàåò ìåòîäà íè
äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè B íè äëÿ ëîêàëèçàöèè ïðåäåëüíûõ öèêëîâ, ñîäåðæàùèõñÿ â
îáëàñòè G, òî óñïåõ êàê â îïðåäåëåíèè G â îáëàñòè Ω òàê è â âûáîðå ôóíêöèè B(x, y),
óäîâëåòâîðÿâøåé áû âñåì òðåáîâàíèÿì êðèòåðèÿ Äþëàêà è ñîîòâåòñòâóþùåé äàííîé
ñèñòåìå, çàâèñèò â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå îò âèäà ñàìîé ñèñòåìû è îïûòà èññëå-
äîâàòåëÿ. Â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ íåñêîëüêèõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ, ðàñïîëîæåííûõ
äîñòàòî÷íî áëèçêî äðóã ê äðóãó, ýòà çàäà÷à óñëîæíÿåòñÿ.

Öåëü äàííîé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçðàáîòêå ðåãóëÿðíûõ ìåòîäîâ ëîêàëèçà-
öèè è îöåíêè ÷èñëà ïðåäåëüíûõ öèêëîâ ñèñòåìû (1), îêðóæàþùèõ åäèíñòâåííóþ
îñîáóþ òî÷êó O, ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåíèÿ â Ω êîëüöåîáðàçíûõ ïîäîáëàñòåé ñ òðàíñ-
âåðñàëüíûìè ãðàíèöàìè è ðåøåíèè çàäà÷è îïòèìèçàöèè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîäõîäÿ-
ùèõ ôóíêöèé Äþëàêà, ïîçâîëÿþùèõ ïðèìåíèòü ê êàæäîé èç ïîäîáëàñòåé êðèòåðèé
Áåíäèêñîíà-Äþëàêà. Êðîìå òîãî ñôîðìóëèðîâàí ïðèíöèï ðåäóêöèè ê ãëîáàëüíîé
åäèíñòâåííîñòè, ïîçâîëÿþùèé äàòü òî÷íóþ ãëîáàëüíóþ îöåíêó ÷èñëà ïðåäåëüíûõ
öèêëîâ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû (1).

2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ôàêòû è òåîðåìû
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Èç óñëîâèÿ, êîòîðîå êðèòåðèé Áåíäèêñîíà-Äþëàêà íàêëàäûâàåò íà ôóíêöèþ F (x, y),
âûòåêàåò òðàíñâåðñàëüíîñòü âåêòîðíîìó ïîëþ ñèñòåìû (1) êðèâîé B(x, y) = 0. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ïðåäåëüíûå öèêëû åå íå ïåðåñåêàþò, è èõ èññëåäîâàíèå ìîæíî ïðîâîäèòü
â êàæäîé èç îáëàñòåé B > 0 èëè B < 0 ïî îòäåëüíîñòè. Ïîýòîìó â ðÿäå ñëó÷àåâ [5]
èñïîëüçîâàëàñü ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ Äþëàêà, òàê êàê òîãäà íå íóæíî ðàññìà-
òðèâàòü êðèâóþ B = 0. Íàïðèìåð, åñëè B = eU(x,y), òî

F (x, y) = eU(
∂U

∂x
P +

∂U

∂y
Q + divf),

è ïðèìåíåíèå êðèòåðèÿ ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ïîëîæèòåëüíîãî âûðàæåíèÿ â ñêîá-
êàõ.

Â ðàáîòàõ [8-14] íàìè áûë ïðåäëîæåí è ðàçâèò íîâûé ïîäõîä èñïîëüçîâàíèÿ ôóíê-
öèè Äþëàêà â âèäå B = |Ψ(x, y)| 1k , k 6= 0, Ψ(x, y) ∈ C1(Ω), äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

Φ ≡ D(Ψ) ≡ kΨdivf +
∂Ψ

∂x
P +

∂Ψ

∂y
Q > 0(< 0), ∀(x, y) ∈ Ω, f = (P, Q), (2)

D = k div f +P ∂
∂x

+Q ∂
∂y

� îïåðàòîð Äþëàêà. Ïîñêîëüêó div(Bf) = Φ|Ψ| 1k−1 1
k
signΨ, òî

èç óñëîâèÿ (2) âûòåêàåò òðàíñâåðñàëüíîñòü âåêòîðíîìó ïîëþ f êðèâîé Ψ(x, y) = 0,
êîòîðàÿ ðàçáèâàåò îáëàñòü Ω íà ïîäîáëàñòè, â êàæäîé èç êîòîðûõ ôóíêöèÿ B = |Ψ| 1k
ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé ôóíêöèåé Äþëàêà. Òîãäà ÷èñëî ïðåäåëüíûõ öèêëîâ ñèñòåìû
(1) â îáëàñòè Ω íå ïðåâûøàåò ìàêñèìàëüíîãî ÷èñëà íåãîìîòîïíûõ äðóã äðóãó äâó-
ñâÿçíûõ îáëàñòåé, îáðàçîâàííûõ êðèâûìè Ψ = 0 è ∂Ω. Ñóùåñòâóþùèå ïðåäåëüíûå
öèêëû ÿâëÿþòñÿ ãðóáûìè, à òèï óñòîé÷èâîñòè êàæäîãî èç íèõ îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì
kΨ â ïîäîáëàñòè åãî ëîêàëèçàöèè.

Ôóíêöèþ Ψ(x, y) óäîáíî èñêàòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè çàäàííûõ áàçèñíûõ
ôóíêöèé, ò.å.

Ψ = Ψ(x, y, C) =
m∑

j=1

CjΨj(x, y), Cj = const, C = (C1, ..., Cm). (3)

Òîãäà ôóíêöèÿ Φ òàêæå ÿâëÿåòñÿ àíàëîãè÷íîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé èçâåñòíûõ
ôóíêöèé:

Φ = Φ(x, y, C) =
m∑

j=1

CjΦj(x, y), Φj = D(Ψj),

è ñóùåñòâîâàíèå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè (3), óäîâëåòâîðÿþùåé íåðàâåíñòâó (2) ïðè
çàäàííîì çíà÷åíèè k, â ñëó÷àå çàìêíóòîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ýêâèâàëåíòíî
íåðàâåíñòâó

L = max
|Cj |≤1

min
(x,y)∈Ω

Φ(x, y, C) > 0. (4)

Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü ôóíêöèè Φ îò äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ Cj,, j =1,. . . ,m,
ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ìàêñèìèí (4) ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è ëè-
íåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

L → max,

n∑
j=1

CjΦj(xp, yp)− L ≥ 0, |Cj| ≤ 1, (5)
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íà ñåòêå óçëîâ (xp, yp), p = 1, . . . , N0, âçÿòîé â îáëàñòè Ω, ïðèìåíÿÿ ðàçëè÷íûå àñïåê-
òû óêàçàííîãî ïîäõîäà [9�13]. Åñëè íà äîñòàòî÷íî ìåëêîé ðàâíîìåðíîé ñåòêå óçëîâ
íàéäåíî ðåøåíèå (C∗, L∗) çàäà÷è (5), òî L∗ áóäåò õîðîøèì ïðèáëèæåíèåì çíà÷åíèÿ
ìàêñèìèíà (4). Ïðè ýòîì âûáîð ñåòêè óçëîâ, ÷èñåë k è m, à òàêæå ôóíêöèé Ψj ïðî-
èçâîäèòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûì îáðàçîì. Çàòåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîæíî ñòðîãî
ïðîâåðèòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ àëãåáðû è àíàëèçà.

Èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [8, 9] âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 1. Ïóñòü ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâàÿ ñèñòåìà (1) â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè

Ω èìååò åäèíñòâåííóþ îñîáóþ òî÷êó � àíòèñåäëî O, div f(O) 6= 0, è ôóíêöèþ
Ψ, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ (2). Òîãäà, åñëè óðàâíåíèå Ψ(x, y) = 0 îïðåäåëÿåò q
âëîæåííûõ äðóã â äðóãà îâàëîâ, òî â êàæäîé èç q − 1 äâóñâÿçíûõ ïîäîáëàñòåé Ωi,
îãðàíè÷åííûõ ñîñåäíèìè îâàëàìè, ñèñòåìà (1) èìååò òî÷íî îäèí ïðåäåëüíûé öèêë,
à â öåëîì îíà ìîæåò èìåòü â îáëàñòè Ω íå áîëåå q ïðåäåëüíûõ öèêëîâ.

Òåîðåìà 1 ìîæåò áûòü óñïåøíî èñïîëüçîâàíà äëÿ ïðèìåíåíèÿ êðèòåðèÿ Áåíäèêñîíà-
Äþëàêà, êîòîðûé äëÿ óäîáñòâà ñôîðìóëèðóåì â ñëåäóþùåì âèäå.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî (îòñóòñòâèÿ) ïðåäåëüíîãî öèê-
ëà ñèñòåìû (1) â äâóñâÿçíîé ïîäîáëàñòè Ωi ⊂ Ω ñ òðàíñâåðñàëüíûìè ãðàíèöàìè
òèïà âõîä-âõîä èëè âûõîä-âûõîä (âõîä-âûõîä) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ñóùåñòâî-
âàíèÿ ôóíêöèè B(x, y) > 0, òàêîé, ÷òî â Ωi âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå F (x, y) 6= 0.

3. Ïîñòðîåíèå îáëàñòåé ëîêàëèçàöèè ïðåäåëüíûõ öèêëîâ
Â ñëó÷àå áîëüøèõ ðàçìåðîâ îáëàñòè Ω è ïëîõîé ðàçäåëåííîñòè ïðåäåëüíûõ öè-

êëîâ óñëîâèå (2) ñòàíîâèòñÿ òðóäíîäîñòèæèìûì. Òîãäà îò ïîëîæèòåëüíîñòè Φ âî
âñåé îáëàñòè Ω ìîæíî îòêàçàòüñÿ, çàìåíèâ åãî áîëåå óäîáíûì â êîíêðåòíîì ñëó-
÷àå óñëîâèåì. Íàïðèìåð â ðàáîòå [13] ïîêàçàíà ýôôåêòèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ ñâîéñòâà
òðàíñâåðñàëüíîñòè âåêòîðíîìó ïîëþ ñèñòåìû (1) êðèâûõ Ψ = 0 è Φ = 0, êîòîðîå
èìååò ìåñòî, åñëè êðèâûå Φ = 0 è dΦ

dt
= 0 íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïîýòîìó â ïåðâîì ìåòî-

äå ïîñòðîåíèÿ îáëàñòåé ëîêàëèçàöèè ïðåäåëüíûõ öèêëîâ äëÿ ïðèìåíåíèÿ êðèòåðèÿ
Áåíäèêñîíà-Äþëàêà ìû èñïîëüçóåì áîëåå îáëåã÷åííûé âàðèàíò òàêîãî ïîäõîäà, îñíî-
âàííîãî íà ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîé â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè Ω ⊂ R2 ñèñòåìû (1)
ñóùåñòâóþò ôóíêöèÿ Ψ(x, y) ∈ C1(Ω) è ÷èñëî k ∈ R, k 6= 0, òàêèå, ÷òî â îáëàñòè
Ω êðèâûå Ψ = 0 è Φ = 0 íå ïåðåñåêàþòñÿ, òîãäà ïðåäåëüíûå öèêëû ñèñòåìû (1) íå
ïåðåñåêàþò êðèâóþ Ψ = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2 â ðàáîòå [13].
Òàêèì îáðàçîì, ñíà÷àëà â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè Ω ëîêàëèçàöèè ïðåäåëüíûõ öè-

êëîâ ñèñòåìû (1) ìû ïðîáóåì ïîñòðîèòü ôóíêöèþ (3), óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ
(2). Åñëè ýòî íå óäàåòñÿ ñäåëàòü, òî âàðüèðóÿ ñåòêó óçëîâ îïòèìèçàöèè, ÷èñëà k è m,
à òàêæå ôóíêöèè Ψj, ïðîáóåì íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è (5), ïðè êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå òåîðåìû 3. Åñëè òàêîå ðåøåíèå íàéäåíî, òî ìû ïîëó÷àåì ðàçáèåíèå Ω êðè-
âûìè Ψ = 0 íà êîëüöåîáðàçíûå ïîäîáëàñòè Ωi. Â êàæäîé òàêîé ïîäîáëàñòè Ωi, ãäå
âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé Ψ > 0 èëè Ψ < 0, è ôóíêöèÿ Φ ìåíÿåò çíàê, ñíîâà ñòðî-
èì ôóíêöèþ Ψ âèäà (3) äëÿ ñèñòåìû (1) çà ñ÷åò ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (5) óæå íà íîâîé ñåòêå, ÷òî, êàê ïîêàçûâàåò îïûò, ñäå-
ëàòü ãîðàçäî ïðîùå, ÷åì ðåøèòü ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó. Äàëåå íà îñíîâàíèè òåîðåìû
Áåíäèêñîíà-Äþëàêà ïîëó÷àåì ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî åäèíñòâåííîñòè ïðåäåëüíîãî
öèêëà èëè åãî îòñóòñòâèÿ â Ωi. Â èòîãå íà îñíîâàíèè ðåçóëüòàòîâ îöåíêè â êàæäîé
òàêîé ïîäîáëàñòè Ωi äåëàåì âûâîä î òî÷íîì ÷èñëå è ëîêàëèçàöèè âñåõ ïðåäåëüíûõ
öèêëîâ ñèñòåìû (1) â îáëàñòè Ω.
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Âòîðîé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ îáëàñòåé ëîêàëèçàöèè ïðåäåëüíûõ öèêëîâ ñèñòåìû (1)
îñíîâàí íà ïîãðóæåíèè åå â îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñèñòåì

dx

dt
= P (x, y)− αQ(x, y),

dy

dt
= Q(x, y) + αP (x, y), α ∈ I ⊂ R. (6)

Çàìåòèì, ÷òî è äëÿ ñåìåéñòâà (6) àíòèñåäëî O(0, 0) òàêæå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé îñî-
áîé òî÷êîé [15]. Êðîìå òîãî, âåêòîðíîå ïîëå f1, îïðåäåëÿåìîå ñåìåéñòâîì (6), òðàíñ-
âåðñàëüíî ïîâîðà÷èâàåòñÿ ïî îòíîøåíèþ ê ïîëþ f ñèñòåìû (1). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè
ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà α ïðåäåëüíûå öèêëû ñåìåéñòâà (6) íå ïåðåñåêàþòñÿ
[7], è äëÿ íåãî ìîæíî ââåñòè ôóíêöèþ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ (ôóíêöèþ Àíäðîíîâà-
Õîïôà) α = l(x) = M(x, 0), ðàçëè÷íûå àñïåêòû ïîñòðîåíèÿ è èññëåäîâàíèÿ êîòî-
ðîé â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ïðåäñòàâëåíû â ðàáîòàõ [9, 11, 16]. Çäåñü óðàâíåíèå
α = M(x, y) îïðåäåëÿåò â ïðîñòðàíñòâå R2 × R ïîâåðõíîñòü ïðåäåëüíûõ öèêëîâ, à
çíà÷åíèå ïàðàìåòðà α∗ = l(0) ñîîòâåòñòâóåò áèôóðêàöèè Àíäðîíîâà-Õîïôà.

Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè α = l(x), îïðåäåëåííîé
â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω, êîòîðóþ îáðàçóþò ïðåäåëüíûå öèêëû ñèñòåìû (6) ïðè
èçìåíåíèè α ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ïðîìåæóòêîì I0 ⊂ I. Òîãäà ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå Ω
íà êîíå÷íîå ÷èñëî êîëüöåîáðàçíûõ ïîäîáëàñòåé Ωi, i = 1, n, òèïà âõîä-âõîä, âûõîä-
âûõîä è âõîä-âûõîä, à òàêæå îäíîñâÿçíóþ ïîäîáëàñòü Ω0, ñîäåðæàùóþ òî÷êó O,
ãðàíèöû êîòîðûõ ∂Ωi ÿâëÿþòñÿ òðàíñâåðñàëÿìè âåêòîðíîãî ïîëÿ ñèñòåìû (1). Òàêîå
ðàçáèåíèå äëÿ ñèñòåìû (1) óäîáíî ïðîâîäèòü ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ ñèñòåìû
(6), ÷èñëåííî íàéäåííûõ ñ îïðåäåëåííîé òî÷íîñòüþ ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèÿõ
ïàðàìåòðà αi − ε è αi + ε, ãäå ε- äîñòàòî÷íî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.

Ïðè÷åì óñïåõ ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà çàâèñèò íå òîëü-
êî îò ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ êîëüöåîáðàçíûõ ïîäîáëàñòåé Ωi ñ òðàíñâåðñàëüíûìè ãðàíè-
öàìè, íî è îò âûáîðà íà íèõ ñåòêè îïòèìèçàöèè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (5). Íàèëó÷øèé
ðåçóëüòàò äîñòèãàåòñÿ íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óäîáíî ïåðåéòè ê ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò r, ϕ ñ ïîëþ-
ñîì â òî÷êå O è âìåñòî ñèñòåìû (1) ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó

dr

dt
= G(r, ϕ),

dϕ

dt
= R(r, ϕ), G(r, ϕ) =

xP + yQ√
x2 + y2

,

R(r, ϕ) =
xQ− Py

x2 + y2
, x = r cos ϕ, y = r sin ϕ, (7)

â ïîëîñå 0 ≤ ϕ ≤ 2π. Ïðåäåëüíûå öèêëû ñèñòåìû (1), îêðóæàþùèå íà÷àëî êîîðäè-
íàò, ñîîòâåòñòâóþò ïðåäåëüíûì öèêëàì âòîðîãî ðîäà ñèñòåìû (7), íå îêðóæàþùèå
� ïðåäåëüíûì öèêëàì ïåðâîãî ðîäà. Ïðè ïåðåíîñå ïîëþñà â äðóãóþ òî÷êó ôàçî-
âîé ïëîñêîñòè ñèñòåìû (1) ðîä öèêëà ìîæåò èçìåíèòüñÿ. Äëÿ ïðèìåíåíèÿ êðèòåðèÿ
Áåíäèêñîíà-Äþëàêà ê èññëåäîâàíèþ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ âòîðîãî ðîäà ñèñòåìû (7)
íóæíî ñíà÷àëà ïîñòðîèòü ïîäîáëàñòè èõ ëîêàëèçàöèè, îãðàíè÷åííûå òðàíñâåðñàëü-
íûìè 2π−ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè r = r1(ϕ) è r = r2(ϕ).

4. Ìåòîä ðåäóêöèè ê ãëîáàëüíîé åäèíñòâåííîñòè ïðåäåëüíî-
ãî öèêëà

Ïîëó÷åííóþ òàêèì îáðàçîì â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω òî÷íóþ îöåíêó ÷èñëà ïðå-
äåëüíûõ öèêëîâ ñèñòåìû (1) â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè α = l(x)
ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà íåîãðàíè÷åííóþ îáëàñòü Ω. Òîãäà äîïîëíèòåëüíî íóæíî
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íàéòè òàêîå çíà÷åíèå α 6= 0, ïðè êîòîðîì ñèñòåìà (6) èìååò åäèíñòâåííûé ïðåäåëü-
íûé öèêë, îêðóæàþùèé âñå ïðåäåëüíûå öèêëû ñèñòåìû (1) ïðè α ∈ I0. Çàòåì âìåñòî
îáëàñòè Ω áåðåòñÿ îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ ýòèì öèêëîì è âñå ñâîäèòñÿ ê ïðåäûäóùåìó
ñëó÷àþ.

Òàêàÿ ðåäóêöèÿ ê ãëîáàëüíîé åäèíñòâåííîñòè ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà íå òîëüêî
ê èíäèâèäóàëüíîé ñèñòåìå (1), íî è ê ïàðàìåòðè÷åñêîìó ñåìåéñòâó òàêèõ ñèñòåì

dx

dt
= P (x, y, a),

dy

dt
= Q(x, y, a), (x, y) ∈ Ω ⊂ R2, a ∈ I ⊂ R, (8)

äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ Àíäðîíîâà-Õîïôà a = l(x), àññîöèèðîâàííàÿ ñ ïî-
âîðà÷èâàþùèì ïîëå ïàðàìåòðîì a. Åñëè ñ ïîìîùüþ èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèè a = l(x)
ìû èçó÷èì çàâèñèìîñòü ÷èñëà ïðåäåëüíûõ öèêëîâ è èõ ëîêàëèçàöèè îò ïàðàìåòðà
a ïðè åãî èçìåíåíèè íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå I0 ⊂ I â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω è
äîïîëíèòåëüíî íàéäåì òàêîå çíà÷åíèå a 6= 0, ïðè êîòîðîì ñåìåéñòâî (8) èìååò åäèí-
ñòâåííûé ïðåäåëüíûé öèêë, îêðóæàþùèé âñå åãî ïðåäåëüíûå öèêëû ïðè a ∈ I0, òî
ïîëó÷åííàÿ çàâèñèìîñòü áóäåò äàâàòü êàê ëîêàëüíóþ òàê è ãëîáàëüíóþ îöåíêó ÷èñëà
ïðåäåëüíûõ öèêëîâ ñåìåéñòâà (8) ïðè a ∈ I0.

Ñíà÷àëà ñóòü ìåòîäà ðåäóêöèè ê ãëîáàëüíîé åäèíñòâåííîñòè ïðåäåëüíîãî öèêëà
ðàññìîòðèì íà ïðèìåðå ñèñòåìû Ëüåíàðà

dx

dt
= y − F (x),

dy

dt
= −g(x); xg(x) > 0, x 6= 0; F (0) = 0, (9)

ñ F (x) = F1(x) + ax, ó êîòîðîé O ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé êîíå÷íîé îñîáîé òî÷êîé
� àíòèñåäëîì, áåñêîíå÷íîñòü ÿâëÿåòñÿ îòòàëêèâàþùåé, è ïàðàìåòð a ïîâîðà÷èâàåò
åå âåêòîðíîå ïîëå. Äëÿ ñèñòåìû (9) ñòðîèì ôóíêöèþ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ a = l(x) â
âèäå ïîëèíîìà íåêîòîðîé ñòåïåíè (ðèñ. 1) íà ïðîìåæóòêå J1 = [0, xmax] è ïîäòâåðæäà-
åì åå ïîâåäåíèå ñ ïîìîùüþ íàõîæäåíèÿ ïîäõîäÿùèõ ôóíêöèé Ψ íà îòðåçêå [0, x1],
0 < x1 ≤ xmax, a1 = l(x1). Åñëè íà ïðîìåæóòêå J0 = [0, x0], x0 ≤ x1, ÷èñëî êîðíåé
óðàâíåíèÿ l(x) = a0, a0 < a1 ðàâíî p, òî ÷èñëî ïðåäåëüíûõ öèêëîâ ñèñòåìû (9) â
ïîëîñå −x0 < x < x0 òàêæå ðàâíî p. Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî óðàâíåíèå l(x) = a∗,
a0 < a∗ ≤ a1 èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü x∗, ò.å. ñèñòåìà (9) èìååò åäèíñòâåííûé
ïðåäåëüíûé öèêë, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (x∗, 0) è ýòîò ôàêò ïîä-
òâåðæäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè Äþëàêà B äëÿ ñèñòåìû (9) ïðè a = a∗

âî âñåé åå ôàçîâîé ïëîñêîñòè. Òîãäà ôóíêöèÿ l(x) íå ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèå a∗

âíå ïðîìåæóòêà J1, äðóãèìè ñëîâàìè, ôóíêöèÿ l(x) íå èìååò òî÷åê ýêñòðåìóìà ïðè
x > xmax, a ∈ E∗(l), ãäå E∗(l) � ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè l(x) ïðè −x∗ ≤ x ≤ x∗,
a∗ = l(x∗). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáîì çíà÷åíèè a0 ∈ E∗(l) ñèñòåìà (9) èìååò â öåëîì
òî÷íî ñòîëüêî æå ïðåäåëüíûõ öèêëîâ êàê â ïîëîñå −x∗ ≤ x ≤ x∗.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà æå åäèíñòâåííîñòè ïðåäåëüíîãî öèêëà ñèñòåìû (9) ïðè a > a∗

â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòàìè Ëåôøåöà [17]
Òåîðåìà 4. Ñèñòåìà Ëüåíàðà âèäà (9) îáëàäàåò åäèíñòâåííûì (óñòîé÷èâûì)

ïðåäåëüíûì öèêëîì, åñëè
1. F

′
(x) = F

′
(x), F

′
(0) < 0;

2. g(x) = −g(−x);
3. F (x)(x−x∗) > 0 äëÿ ∀x ∈ (0; x∗)∪ (x; +∞), ïðè÷åì F (x) ìîíîòîííà äëÿ x > x∗

è F (x) →∞ ïðè x →∞.
Èç òåîðåìû 4 ñëåäóåò, ÷òî l(x) âîçðàñòàåò â èíòåðâàëå x > x∗.
Ìåòîä ðåäóêöèè ê ãëîáàëüíîé åäèíñòâåííîñòè ïðåäåëüíîãî öèêëà äëÿ êàíîíè÷å-

ñêîãî ñåìåéñòâà êâàäðàòè÷íûõ ñèñòåì

dx

dt
= 1 + xy,

dy

dt
= a00 + a10x + a01y + a20x

2 + a11xy + ay2, (10)

èìååò ñâîè îñîáåííîñòè. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé
2∑

i+j=0

aij(−1)j = 0, a02 = a, 2a− a01− a10− 2a20 = L > 0, (a11 + a01− 2a− 1)2− 4L < 0,

ñèñòåìà (10) èìååò ôîêóñ â òî÷êå A(1,−1), à åå âåêòîðíîå ïîëå ïîâîðà÷èâàåò ïàðà-
ìåòð a11. Ïîñêîëüêó ïðÿìàÿ x = 0 òðàíñâåðñàëüíà âåêòîðíîìó ïîëþ ñèñòåìû (10), òî
ïðåäåëüíûå öèêëû åå íå ïåðåñåêàþò è ìîæíî èçó÷àòü ïðåäåëüíûå öèêëû â êàæäîé
ïîëóïëîñêîñòè îòäåëüíî. Çäåñü ðàññìîòðèì ëèøü ïîëóïëîñêîñòü x > 0, ñîäåðæàùóþ
òî÷êó A.

Èçìåíÿÿ ïàðàìåòð a11 ïðè ôèêñèðîâàííûõ îñòàëüíûõ ïàðàìåòðàõ, ñòðîèì ôóíê-
öèþ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ Àíäðîíîâà-Õîïôà a11 = l(x) íà ïðîìåæóòêå J1 = [x0, xmax],
ãäå êîíå÷íûå òî÷êè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì x0 < 1, xmax > 1, è xmax ñîîòâåòñòâóåò
áèôóðêàöèè ïðåäåëüíîãî öèêëà èç ïåòëè ñåïàðàòðèñû ñåäëà S(x0,−1/x0). Åñëè íà
ïîäïðîìåæóòêå J0 = [x1, x2] ⊂ J1 ÷èñëî êîðíåé óðàâíåíèÿ l(x) = a0

11 ðàâíî 2p, òî
÷èñëî ïðåäåëüíûõ öèêëîâ ñèñòåìû (10) â ïîëîñå x1 < x < x2 ðàâíî p. Òåïåðü ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî óðàâíåíèå l(x) = a1

11 ïðè a1
11 < a0

11 äàåò åäèíñòâåííûé ïðåäåëüíûé öèêë,
ðàñïîëîæåííûé â ïîëîñå x3 < x < x4, ãäå [x3, x4] ⊂ J0 ⊂ J1. Òîãäà ôóíêöèÿ l(x) íå
ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèå a0

11 âíå ïðîìåæóòêà J1. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ çíà÷åíèÿ a0
11

ñèñòåìà (10) èìååò òî÷íî p ïðåäåëüíûõ öèêëîâ â ïîëóïëîñêîñòè x > 0.
Òàêèì îáðàçîì â îáùåì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 5. Ïóñòü äëÿ ñåìåéñòâà ñèñòåì (8) ñ ïîâîðà÷èâàþùèì ïîëå ïàðàìåò-

ðîì a â îäíîñâÿçíîé íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííàÿ åå îñîáàÿ
òî÷êà � àíòèñåäëî O(0, 0) è íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ a = l(x, b),
x ∈ [0, X), ãäå l(0, b∗) = a∗ ñîîòâåòñòâóåò áèôóðêàöèè Àíäðîíîâà-Õîïôà. Òîãäà,
åñëè ïðè a = a0 ñèñòåìà (8) èìååò â îáëàñòè Ω åäèíñòâåííûé ïðåäåëüíûé öèêë,
ðàçáèâàþùèé Ω íà äâå îáëàñòè Ω1 è Ω2, òî ïðè ëþáîì a ∈ E(l) âñå ïðåäåëüíûå öè-
êëû ñèñòåìû (8) íàõîäÿòñÿ â îäíîé èç îáëàñòåé Ω1, Ω2, è â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà
(8) èìååò â îáëàñòè Ω ñòîëüêî æå ïðåäåëüíûõ öèêëîâ, ñêîëüêî îíà èõ èìååò â
îáëàñòè Ω1 èëè Ω2.

Åñëè, íàïðèìåð, Ω1� îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, ñîäåðæàùàÿ ïðåäåëüíûå öèêëû ñè-
ñòåìû (8), òî çàäà÷à îöåíêè èõ ÷èñëà â íåîãðàíè÷åííîé Ω ñâîäèòñÿ ê òàêîé æå çàäà÷å
â Ω1.

5. Ïðèìåðû
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Ïðåäñòàâëåííûå ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ ïîäîáëàñòåé ëîêàëèçàöèè ïðåäåëüíûõ öè-
êëîâ, à òàêæå ìåòîä ðåäóêöèè ê ãëîáàëüíîé åäèíñòâåííîñòè ïðåäåëüíîãî öèêëà ýô-
ôåêòèâíî àïïðîáèðîâàíû íà ïðèìåðàõ êîíêðåòíûõ êâàäðàòè÷íûõ ñèñòåì è ñèñòåìû
Ëüåíàðà, êîòîðûå áûëè ïðîñ÷èòàíû ñ ïðèìåíåíèåì êîìïüþòåðíîãî ïàêåòà "Mathematica".

Ïðèìåð 1. Ñíà÷àëà ïðîèëëþñòðèðóåì ïîäõîä äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîäîáëàñòåé ëî-
êàëèçàöèè ïðåäåëüíûõ öèêëîâ, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè òåîðåìû 3. Ðàññìîòðèì
êâàäðàòè÷íóþ ñèñòåìó
dx

dt
= −(x+1)y+αQ(x, y),

dy

dt
= Q(x, y), Q(x, y) = x+λy+ax2 +b(x+1)y+cy2, (11)

ïðè a = 0.1, b = −1.95002, c = 0.2, α = 0.3, λ = 1.65. ×èñëåííûé ïðîãíîç ïîêàçû-

âàåò, ÷òî ñèñòåìà (11) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå äâà ïðåäåëüíûõ öèêëà â êâàäðàòå
Ω : −0.4 ≤ x ≤ 0.5,−0.5 ≤ y ≤ 0.4, îêðóæàþùèõ îñîáóþ òî÷êó O. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ
òî÷íîé îöåíêè ñíà÷àëà èùåì ôóíêöèþ Ψ â âèäå (3) ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ çàäà÷è (5)
íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå óçëîâ (xp, yp) â êâàäðàòå Ω. Íàèëó÷øèé ðåçóëüòàò äîñòèãàåòñÿ
íà ðåøåíèè (C∗, L∗), L∗ = 6.7566 ∗ 10−5 ïðè k = −0.5, p = 1, . . . , 625, êîãäà Ψ ÿâëÿ-
åòñÿ ìíîãî÷ëåíîì äâåíàäöàòîé ñòåïåíè. Óðàâíåíèå Ψ(x, y, C∗) = 0 îïðåäåëÿåò â Ω
äâà âëîæåííûõ äðóã â äðóãà îâàëà Γ1 è Γ2, îêðóæàþùèõ òî÷êó O (ðèñ. 2). Ôóíêöèÿ
Φ(x, y, C∗) ïîëîæèòåëüíà â Ω çà èñêëþ÷åíèåì øåñòíàäöàòè ïîäîáëàñòåé ìàëûõ ðàç-
ìåðîâ, ðàñïîëîæåííûõ âíå âíåøíåãî îâàëà Γ2. Ïîýòîìó ðàçáèåíèå Ω íà ïîäîáëàñòè
ïîëó÷àåì òîëüêî ñ èñïîëüçîâàíèåì îâàëîâ êðèâîé Ψ(x, y, C∗) = 0. Òîãäà èç òåîðåìû 2
ñëåäóåò, ÷òî â êîëüöåîáðàçíîé ïîäîáëàñòè Ω1, îáðàçîâàííîé îâàëàìè Γ1 è Γ2, ñèñòåìà
(11) èìååò åäèíñòâåííûé ïðåäåëüíûé öèêë. Òåïåðü â êà÷åñòâå ïîäîáëàñòè Ω2 áåðåì
÷àñòü Ω, ðàñïîëîæåííóþ ìåæäó îâàëîì Γ2 è ãðàíèöåé Ω

Ω2 = {(x, y) | (x, y) ∈ Ω, Ψ(x, y, C∗) < 0 ∩ x2 + y2 ≥ 0.03}.
Çàäàâ íà íåé ðàâíîìåðíóþ ñåòêó, ñíîâà ðåøàåì çàäà÷ó (5). Çäåñü óñïåõ äîñòèãàåòñÿ
íà ðåøåíèè (C∗, L∗), L∗ = 0.0099 ïðè k = −0.5, êîãäà Ψ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîãî÷ëåí
âîñüìîé ñòåïåíè. Ôóíêöèè Φ(x, y, C∗) è Ψ(x, y, C∗) ïîëîæèòåëüíû â Ω2, ÷òî îçíà÷àåò
ñóùåñòâîâàíèå òî÷íî îäíîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà â íåé. Íà ðèñ. 3 òåìíûì ïÿòíîì
èçîáðàæåíà ïîäîáëàñòü, ãäå Φ(x, y, C∗) < 0, à òàêæå óçëû ñåòêè îïòèìèçàöèè â Ω2

è ïðåäåëüíûé öèêë â íåé. Òàêèì îáðàçîì çàêëþ÷àåì, ÷òî ñèñòåìà (11) â îáëàñòè Ω
èìååò òî÷íî äâà ïðåäåëüíûõ öèêëà.
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Ïðèìåð 2. Ïðîèëëþñòðèðóåì íà ñèñòåìå (10) ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ïîäîáëàñòåé
ëîêàëèçàöèè ïðåäåëüíûõ öèêëîâ ñ ïîìîùüþ ïîãðóæåíèÿ â îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñå-
ìåéñòâî (6).

Ïðåäâàðèòåëüíî â íåé ñäåëàåì ïðåîáðàçîâàíèå Y = yw, êîòîðîå â w ðàç ñæèìàåò
ïðåäåëüíûå öèêëû â íàïðàâëåíèè îñè Oy, à ñàìó ñèñòåìó ïðèâîäèò ê âèäó

dx

dt
= w+xy,

dy

dt
= w2(a20(x

2−1)+a10(x−1))+w(a11(xy+w)+a01(y+w))+a(y2−w2),

(12)
Â íåé ïåðåìåííàÿ Y çàìåíåíà íà y. Îñîáàÿ òî÷êà A ïåðåéäåò â Ã(1,−w). Çàòåì â

ñèñòåìå (12) ñäåëàåì çàìåíó x = 1/ξ, y = Y/ξ − ξw è óìíîæèì ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó
íà −ξ, òî ïîëó÷èì

dξ

dt
= ξY,

dY

dt
= −w2P4(ξ)− wP2(ξ)Y − (a− 1)Y 2,

P4(ξ) = a20 + a10ξ + (a01 − a20 − a10 − a)ξ2 − a01ξ
3 + aξ4,

P2(ξ) = a11 + a01ξ − (2a + 1)ξ2. (13)
Ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè ýêâàòîð ñôåðû Ïóàíêàðå ñèñòåìû (10) ïåðåéäåò â èíâà-
ðèàíòíóþ ïðÿìóþ ξ = 0 ñèñòåìû (13), à îñîáàÿ òî÷êà Ã(1,−w) ïåðåéäåò â îñîáóþ
òî÷êó Â(1, 0).

Òåïåðü ïîãðóæàåì ñèñòåìó (13) â ñåìåéñòâî (6). Ïðè a = 18
23
, a01 = 0.835, a11 =

1.7313, a20 = −40, a10 = −2206859
18400

, w = 1
20

ôóíêöèÿ Àíäðîíîâà-Õîïôà α = l(ξ) íà
ïðîìåæóòêå [1.1; 2.9] ïðèíèìàåò âèä

α = −0.000832 + 0.005187ξ − 0.013091ξ2 + 0.017742ξ3 − 0.014838ξ4 + 0.008165ξ5−

−0.002949ξ6 + 0.000649ξ7 − 0.00007ξ8 + 5.137752 · 10−7ξ9 + 3.842235 · 10−7ξ10

è ïîêàçûâàåò, ÷òî ñèñòåìà (13) èìååò â ïîëóïëîñêîñòè ξ > 0 ïî êðàéíåé ìåðå òðè
ïðåäåëüíûõ öèêëà L1, L2 è L3, îêðóæàþùèõ îñîáóþ òî÷êó Â è ïåðåñåêàþùèõ ïîëó-
îñü ξ > 1 ïðè ξ = 1.50544, 2.10482, 2.70156. Ïîñòðîèòü ôóíêöèþ Ψ íà ðàâíîìåðíîé
ñåòêå óçëîâ â ïðÿìîóãîëüíèêå ëîêàëèçàöèè ïðåäåëüíûõ öèêëîâ Ω : 0 ≤ ξ ≤ 3,−1.5 ≤
Y ≤ 1.2 ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ çàäà÷è (5) íå óäàëîñü. Ïîýòîìó äëÿ ïîëó÷åíèÿ òî÷íîé
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îöåíêè ÷èñëà ïðåäåëüíûõ öèêëîâ ñèñòåìû (13) ðàçáèâàåì Ω ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíûõ
öèêëîâ ñèñòåìû (6) íà êîëüöåîáðàçíûå ïîäîáëàñòè, äâå èç êîòîðûõ (ñîäåðæàùèå öè-
êëû L1 è L3) èìåþò òèï âõîä-âõîä è îäíà (ñîäåðæàùàÿ öèêë L2) òèï âûõîä-âûõîä.
Â êàæäîé ïîäîáëàñòè ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ â íåé çàäà÷è (5) íà ðàâíîìåðíîé ñåò-
êå ïîñòðîåíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ Ψ ïðè k = −1. Â ïîäîáëàñòè, ñîäåðæàùåé
âíóòðåííèé ïðåäåëüíûé öèêë L1, ôóíêöèÿ Ψ ïîñòðîåíà â âèäå ìíîãî÷ëåíà ñåäü-
ìîé ñòåïåíè. Â ïîäîáëàñòÿõ, ñîäåðæàùèõ ïðåäåëüíûå öèêëû L2 è L3, Ψ ÿâëÿåòñÿ
ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè âîñåìü è äåâÿòü ñîîòâåòñòâåííî. Íà ðèñ. 4 èçîáðàæåíà ñåòêà
îïòèìèçàöèè â êîëüöåîáðàçíîé ïîäîáëàñòè ñ öèêëîì L2. Òåìíûå ïÿòíà ñîîòâåòñòâó-
þò óñëîâèþ Φ(x, y, C∗) < 0, ôóíêöèÿ Ψ(x, y, C∗) > 0 â ðàññìàòðèâàåìîé ïîäîáëàñòè.
Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 2 äåëàåì âûâîä î åäèíñòâåííîñòè ïðåäåëüíîãî öèêëà â êàæäîé
èç ýòèõ ïîäîáëàñòåé. Òàêèì îáðàçîì â ïðÿìîóãîëüíèêå Ω ñèñòåìà (13) èìååò òî÷íî
òðè ïðåäåëüíûõ öèêëà.

Êðîìå ôóíêöèé Ψ äëÿ ñèñòåìû (13) â ðàññìàòðèâàåìûõ ïîäîáëàñòÿõ òàêæå óñïåø-
íî ïîñòðîåíû ôóíêöèè Äþëàêà â âèäå B = eU(x,y). Ýòîò ñïîñîá ÿâëÿåòñÿ áîëåå íà-
äåæíûì, òàê êàê ôóíêöèÿ B íå ìåíÿåò çíàê. Ýôôåêòèâíîñòü æå îáîèõ ñïîñîáîâ
íàõîäèòñÿ íà îäíîì óðîâíå, ïîñêîëüêó ïðè èõ ðåàëèçàöèè ïðîèçâîäèòñÿ ïðèìåðíî
îäèíàêîâûé îáúåì âû÷èñëåíèé.

Òàêæå ýôôåêòèâíî ðàáîòàåò ìåòîä ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû (13) ê ñîîòâåòñòâó-
þùåé ñèñòåìå (7) â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ. Ïðåèìóùåñòâî äàííîãî ïîäõîäà ïî îòíî-
øåíèþ ê ïðåäûäóùèì çàêëþ÷àåòñÿ â áîëåå ïðîñòîé òåõíèêå ïîñòðîåíèÿ ñåòêè îïòè-
ìèçàöèè â ïîäîáëàñòè ëîêàëèçàöèè ïðåäåëüíîãî öèêëà.

Ïðèìåð 3. Äëÿ ñèñòåìû (9) ñ F (x) = (x2 − 1.1)(x2 − 0.7)(x2 − 0.3)x3 − ax, íà
ïðîìåæóòêå [0.01, 1.1] ïîñòðîåíà ôóíêöèÿ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ âèäà [16]

l(x) = −0.185047x2 + 0.291759x3 − 2.324506x4 + 18.009895x5 − 61.599995x6+

+124.894786x7 − 160.406749x8 + 125.965646x9 − 54.839132x10 + 10.182582x11.

Íà ðàññìàòðèâàåìîì ïðîìåæóòêå â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a äàííàÿ
ñèñòåìà ìîæåò èìåòü äî ÷åòûðåõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ, òàê åñëè âçÿòü a0 = −0.005, òî
p = 4 (ðèñ. 5). Çàìåòèì, ÷òî íå âñåãäà ôóíêöèÿ Äþëàêà, ïîñòðîåííàÿ â ïîëîñå, ÿâëÿ-
åòñÿ òàêîâîé äëÿ ñèñòåìû íà âñåé ïëîñêîñòè. Â íàñòîÿùåì ïðèìåðå ìîæíî âûáðàòü
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x1 = x0 = x∗ = 1.09918, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò a∗ = 0.01. Ïðè óêàçàííîì çíà÷åíèè ïàðà-
ìåòðà a è k = −0.95 äëÿ ñèñòåìû â ïîëîñå −1.2 ≤ x ≤ 1.2 ïîñòðîåíà ôóíêöèÿ Äþëàêà
B ñ ôóíêöèåé Φ â âèäå ïîëèíîìà 80-é ñòåïåíè è ôóíêöèåé Ψ â âèäå ïîëèíîìà 8-é
ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé y è 72-é ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî x. Ñðåäñòâàìè àíà-
ëèçà äîêàçûâàåì, ÷òî íàéäåííàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåò îäèí îâàë è ÿâëÿåòñÿ òàêæå
ôóíêöèåé Äþëàêà íà âñåé ôàçîâîé ïëîñêîñòè ñèñòåìû. Åäèíñòâåííîñòü ïðåäåëüíîãî
öèêëà ñèñòåìû ïðè a > 0.001 äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ëåôøåöà. Ñëåäîâà-
òåëüíî, îöåíêà ÷èñëà ïðåäåëüíûõ öèêëîâ äàííîé ñèñòåìû, ïîëó÷åííàÿ äëÿ ïîëîñû
−1.2 ≤ x ≤ 1.2, ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíîé.

Ïîëó÷åííàÿ îöåíêà ñîãëàñóþòñÿ ñ ãèïîòåçîé Ñ. Ñìåéëà î ÷èñëå ïðåäåëüíûõ öè-
êëîâ ñèñòåì Ëüåíàðà òàêîãî âèäà [2, 3].
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