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О РЕ ЗО Н А Н С А Х  В СИСТЕМ АХ ГАМ ИЛЬТО Н А,
Б Л И ЗК И Х  К И Н ТЕГРИ РУ ЕМ Ы М

А .Д. М орозов

Рассматриваются гамильтоновы системы с тремя степенями свободы, близкие к 
нелинейным интегрируемым. Предполагается, что невозмущенная система невырож
денная. В этом случае большинство инвариантных торов невозмущенной системы со
храняются при возмущении. Множеству не сохраняющихся торов принадлежат резо
нансные торы. Несмотря на большое число работ по гамильтоновым системам, иссле
дование резонансов далеко от завершения. В работе исследуется поведение решений 
в малых окрестностях невозмущенных резонансных торов. Приводятся усредненные 
системы. Устанавливаются условия существования периодических движений и дву
мерных инвариантных торов. Исследование иллюстрируется на примерах возмуще
ний, содержащих только резонансные гармоники. Устанавливается возможность су
ществования как регулярных движений, так и нерегулярных.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаменталь
ных исследований (проект 18-01-00306).

О ГЛ О БА Л ЬН О Й  РА ВН О М ЕРН О Й  У С ТО Й Ч И ВО С ТИ  ПО Л И П Ш И Ц У  
РЕ Ш Е Н И Я  ДО П У С ТИ М О  ВО ЗМ У Щ ЕН Н О Й  СИ СТЕМ Ы  ЛО РЕН Ц -84

Э.В. М усафиров

С помощью метода отражающей функции (ОФ) проф. В.И. Мироненко (см. [1, 
2]) можно изучать качественное поведение семейств решений систем обыкновенных 
дифференциальных уравнений, моделирующих процессы реального мира, на основе 
более простых уже изученных систем (см., например, [3-6]). Решения систем диф
ференциальных уравнений с одинаковой ОФ имеют много одинаковых качественных 
свойств.

Рассмотрим систему Лоренц-84 [7], моделирующую общую циркуляцию атмосферы 
в средних широтах:

ж =  — ах— у2 — z2-\-aF, у = — у-Yxy  — bxz-\-С,

Для нее, при G — 0, получена допустимо возмущенная (с той же ОФ) система:

х — (—ах — у 2 — z 2 -f aF)(  1 +  а г (t)),

У =  ( -  У + ху ~ bxz)(l + а г(Ь)) -  z a 2(t),

Z =  ( - Z  +  bxy +  xz)(  1 + a j ( 0 )  (1)

где cti(t), i — 1,2 — произвольные скалярные непрерывные нечетные функции. 
Преобразуем систему (1) к виду

х — —(а(х — F) + w)(l  +  аД Д ), =  2w(x — 1)(1 +  аД Д ),

где w =  у2 + z 1. Точки (х,ги) = (ДО) и (x,w)  =  ( l , a ( F  — 1)) — стационарные
точки этой системы. Первая точка соответствует стационарному решению —
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у z = 0 системы (1), а вторая — замкнутой траектории х  =  1, =  — 1)
(существующей при a(F — 1) ^  0) системы (1).

Определение [8]. Решение в форме Коши ж — <^(i;to,To) системы

x=X(t,x),t€R, x e D c R n,

называется глобально равномерно устойчивым по Липшиц}', если существует констан
та L >0 такая, что при всех х 06 Dи t ^  t0справедливо неравенство

\\(p(t-,t0,x 0)-  (p(t]t0,Xo)\\< L\\x0 -  Жо||.

Заметим, что из глобальной равномерной липшицевой устойчивости следует рав
номерная устойчивость по Ляпунову, но обратное, вообще говоря, неверно [9, 10].

Теорема. Пусть а̂  0, F  ^ 1, функции а,; =  (г = 1 , 2 )  — непрерывные
u ai(t) )  - 1  Vi ^ 0, тогда стационарное решение у = z — 0 системы (1)
глобально равномерно устойчиво по Липшицу.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  С помощью замены переменной у =  — F  переместим стаци
онарное решение (F, 0,0) системы (1) в начало координат (0 ,0 ,0). Получим систему

X =  ~(о,Х +  У2 +  Х2)(1 + <*i (*))..

у = ((х -  1 + F)y -  b(x + F )z )( l  + Qfi(t)) -
z = (b(x + F ) y  + ( x ~  l + F)z)( l  + a ^ t ) ) + y a 2(t). (2)

Определим функцию V( Y)  :=  ||K|!2/2  =  (x2 +  у2 + -г2)/2, где Y  =  (%,y, z) и j|K|| =  
=  \ / x 2 + У2 +  z2 — евклидова норма. VY  G R 3 справедливы неравенства

Ы Г1 1 ) := j i m r  S V { Y )  i  I! Y t f  =: %(||У||). (3)

V  =  —( ax2 +  (1 — F )(y 2 +  z2))( 1 +  cvi(i)) — производная функции 1/ в силу системы 
(2). Пусть Y  =  <p(t;to,Yo) — решение системы (2). Если ^  0, F  ^  1 и <n(i) ^  —1 
Vi ^  0, тогда VW 0 V(x, y ,z) G R3 и Vi ^  0. Следовательно Уо)) ^  П(Ко)
Wo € М3 и Vi ^  i0 ^  0. Из (3) получим f 1(||y?(i;io,F0)||) ^  V((p(t]t0,YQ)) ^  И(Уо) ^  
^а(||Уо||) Wo 6 Е 3 и Vi >  i0 >  0, следовательно, || </?(i; i0, УЬ)|| ^  г^ДДЦКоЮ ) =
=  2 1| Уо ||- Это означает глобальную равномерную устойчивость по Липшицу нулевого 
решения системы (2) и, значит, стационарного решения x= F ) y= z— 0 системы (1). 
Теорема доказана.
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