
ÈÍÑÒÈÒÓÒ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ ÍÀÍ ÁÅËÀÐÓÑÈ

ÁÅËÎÐÓÑÑÊÈÉ ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÛÉ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ

ÃÐÎÄÍÅÍÑÊÈÉ ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÛÉ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ ÈÌÅÍÈ ßÍÊÈ ÊÓÏÀËÛ

XVIII Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ
ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì

(ÅÐÓÃÈÍÑÊÈÅ ×ÒÅÍÈß�2018)

Ìàòåðèàëû êîíôåðåíöèè

×àñòü 2

Óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
Èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû è óðàâíåíèÿ
Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è èõ ïðèëîæåíèÿ

Ìåòîäèêà ïðåïîäàâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
â âûñøåé øêîëå

ÌÈÍÑÊ 2018



ÓÄÊ 517.9

ÁÁÊ 22.161.6ÿ43

B76

Ðåä à ê ò î ðû:

À.Ê.Äåìåí÷óê, Ñ. Ã.Êðàñîâñêèé, Å.Ê.Ìàêàðîâ

Â76
XVIII Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì

óðàâíåíèÿì (ÅÐÓÃÈÍÑÊÈÅ ×ÒÅÍÈß�2018): ìàòåðèàëû Ìåæäóíàðîäíîé íà-
ó÷íîé êîíôåðåíöèè. Ãðîäíî, 15 � 18 ìàÿ 2018 ã. � ×àñòü 2. �Ìí.: Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè
ÍÀÍ Áåëàðóñè, 2018. � 164 c.

ISBN 987-985-7160-09-9 (×àñòü 2)

ISBN 978-985-7160-07-5

Ñáîðíèê ñîäåðæèò äîêëàäû, ïðåäñòàâëåííûõ íà XVIII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôå-
ðåíöèè ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì (Åðóãèíñêèå ÷òåíèÿ�2018) ïî âîïðîñàì óðàâíå-
íèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ è óðàâíåíèé, äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èõ ïðèëîæåíèé, ìåòîäèêè ïðåïîäàâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé â âûñøåé øêîëå.

ISBN 987-985-7160-09-9 (×àñòü 2)

ISBN 978-985-7160-07-5
c© Êîëëåêòèâ àâòîðîâ, 2018

c© Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Áåëàðóñè, 2018



ÓÐÀÂÍÅÍÈß Â ×ÀÑÒÍÛÕ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÕ

ÇÀÄÀ×À ÑÒÅÔÀÍÀ È ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÅÅ ÎÁÎÁÙÅÍÈß
Â ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÕ ÄÐÎÁÍÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ

Í.Ã. Àáðàøèíà-Æàäàåâà, È.À. Òèìîùåíêî

Â ñîîáùåíèè îáñóæäàåòñÿ ÷èñëåííàÿ ìîäåëü ðåøåíèÿ çàäà÷è Ñòåôàíà ïðè ó÷åòå
ýôôåêòîâ ïàìÿòè è ïðîñòðàíñòâåííîé êîððåëÿöèè [1�3]. Íà îòðåçêå x ∈ [0, 1] îáîçíà-
÷èì ÷åðåç x = ξ(t), t > 0, ãðàíèöó ôàçîâîãî ïåðåõîäà, ïðè÷åì îáëàñòü 0 < x < ξ(t)
ñîîòâåòñòâóåò æèäêîé ôàçå, à ξ(t) < x < 1 � òâåðäîé. Çàïèøåì îáîáùåííîå óðàâíå-
íèå òåïëîïðîâîäíîñòè

∂T

∂t
= 0D

1−α
t (κ(0D

β
xT )), 0 < x < 1, t > 0,

ãäå 0D
1−α
t � äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ ïî âðåìåíè, à 0D

β
x � ïî ïðî-

ñòðàíñòâó, 0 < α < 1, 1 < β < 2. Ïðè α = 1 è β = 2 èìååì êëàññè÷åñêóþ çàäà÷ó
Ñòåôàíà. Çàäàäèì ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:

T (0, t) = T1, T (1, t) = T2, t > 0;

T (x, 0) = ϕ(t), 0 < x < 1, ξ(0) = 0.

Íà ãðàíèöå ôàçîâîãî ïåðåõîäà èìååì

T (ξ(t), t) = T ∗, T2 < T ∗ < T1;

κ(0D
β
xT )|x=ξ(t)−0 − κ(0D

β
xT )|x=ξ(t)+0 = λκ0D

µ
t ξ(t)

Ñåòî÷íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è è ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì åå ÷èñ-
ëåííîãî ðåøåíèÿ îïèðàþòñÿ íà ðàáîòû [3�6]. Â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà
ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ñ àíàëèòè÷åcêèì ðåøåíèåì [1].
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ÍÎÂÎÅ ÑÅÌÅÉÑÒÂÎ ÑÎËÈÒÎÍÍÛÕ ÐÅØÅÍÈÉ
ÍÅËÈÍÅÉÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ØÐÅÄÈÍÃÅÐÀ

È.Å. Àíäðóøêåâè÷, Þ.Ô. Íîâèê

Íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà (óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî
ïîðÿäêà ñ êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ) èìååò âèä [1]

i
∂ψ(x, t)

∂x
+

1

2

∂2ψ(x, t)

∂t2
+ |ψ(x, t)|2ψ(x, t) = 0. (1)

Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî óðàâíåíèå (1) óäàåòñÿ èíòåãðèðîâàòü ìåòîäîì îáðàòíîé çàäà÷è ðàñ-
ñåÿíèÿ [2]; ñðåäè ïîëó÷åííûõ ýòèì ìåòîäîì ðåøåíèé øèðîêî èçâåñòíûìè [1] ÿâëÿþòñÿ
ñëåäóþùèå:

� ñîëèòîííîå ðåøåíèå

(0)ψ(x, t) =
1

cosh(t)
eix/2 =

2

exp(t) + exp(−t)
eix/2; (2)

� îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñîëèòîííûõ ðåøåíèé

(1)ψ(x, t|q) =
q

cosh(qt)
eiq

2x/2; (3)

� äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñîëèòîííûõ ðåøåíèé

(2)ψ(x, t|q, V ) =
q

cosh{q(t− V x)}
exp

{
i(V t+ (q2 − V 2)

1

2
x

)}
; (4)

� N -ñîëèòîííûå ðåøåíèÿ.
Îáîáùåííûé ìåòîä Ôóðüå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ [3] è ðàçðàáîòàííûé íà åãî îñ-

íîâå àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè-
÷åñêîé ôèçèêè [4] ïîçâîëèëè íàì ïîëó÷èòü ÷åòûðåõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñîëè-
òîííûõ ðåøåíèé, èìåþùåå âèä

(3)ψ(x, t|a, b, q, V ) =
exp{i(V t+ (q2 − V 2)x/2 + a)}

4b2q2 exp{q(t− V x)}+ exp{−q(t− V x)}
4bq2. (5)

ãäå a, b, q, V � ïàðàìåòðû.
Î÷åâèäíî, ÷òî èç âñåõ ðåøåíèé, îòíîñÿùèõñÿ ê ñåìåéñòâàì îäíîñîëèòîííûõ, ïî-

ëó÷åííîå íàìè ðåøåíèå (5) ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå îáùèì. Äåéñòâèòåëüíî, ïîëàãàÿ â (5)
b = (2q)−1, a = 0, ïîëó÷àåì äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñîëèòîííûõ ðåøåíèé (4).

Òàêèì îáðàçîì, èç èçëîæåííîãî ñëåäóåò, ÷òî, íàðÿäó ñ ìåòîäîì îáðàòíîé çàäà÷è
ðàññåÿíèÿ, îáîáùåííûé ìåòîä Ôóðüå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ìîæåò ñòàòü äîñòàòî÷-
íî ýôôåêòèâíûì èíñòðóìåíòîì èññëåäîâàíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè.
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ÑÈÍÃÓËßÐÍÎÅ ÐÅØÅÍÈÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ËÀÏËÀÑÀ

À.À. Áèòþðèí

Ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ñâîäÿòñÿ ìíîãèå çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè, ýëåê-
òðîñòàòèêè, êâàíòîâîé ôèçèêè (óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà), à òàêæå ðÿä çàäà÷ ìåõàíèêè.
Ïîñëåäíèå âîçíèêàþò â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïðè ïðîâåäåíèè ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ
ñòåðæíåâûõ ñèñòåì, èñïûòûâàþùèõ äèíàìè÷åñêóþ íàãðóçêó. Äèíàìè÷åñêèå çàäà÷è
ìåõàíèêè èçâåñòíû, ïðåæäå âñåãî, ñëîæíîñòüþ ìàòåìàòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Â íàñòîÿ-
ùåå âðåìÿ èññëåäîâàòåëÿìè ïðîäîëæàåòñÿ àêòèâíûé ïîèñê óïðîùåíèÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ðàñ÷åòà è ïîâûøåíèÿ èõ òî÷íîñòè.

Ïóñòü x(x1, x2, . . . , xm) è ξ(ξ1, ξ2, . . . , ξm) � äâå òî÷êè m -ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðî-
ñòðàíñòâà Em. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

r = |x− ξ| =
( m∑

k=1

(xk − ξk)2

)1/2

è ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

υ(x, ξ) = 1/rm−2 (2)

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî m > 2. Áóäåì ñ÷èòàòü ξ ïîñòîÿííîé, òàê ÷òî υ(x, ξ) ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü, êàê ôóíêöèþ òî÷êè x. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ |x| ñïðàâåäëèâû
íåðàâåíñòâà |ξ| < |x|/2, r > |x|/2 è υ(x, ξ) < 2m−2/|x|m−2.

Ôóíêöèÿ (1) óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ Ëàïëàñà. Äåéñòâèòåëüíî, èç
ðàâåíñòâà ∂r/∂xk = (xk − ξ)/r ïîëó÷àåì

∂υ

∂xk
= −m− 2

rm−1

∂r

∂xk
= −(m− 2)(xk − ξk)

rm
.

Äàëåå îïðåäåëÿåì

∂2υ

∂x2
k

= −m− 2

rm
+
m(m− 2)(xk − ξk)2

rm+2
=
m− 2

m

(
m(xk − ξk)2

r2
− 1

)
è ïîñëå ñóììèðîâàíèÿ íàõîäèì

∆υ =
m∑
k=1

∂2υ

∂x2
k

=
m− 2

rm

(
m

r2

m∑
k=1

(xk − ξk)2 −m
)

= 0.

Ôóíêöèÿ υ(x, ξ) íàçûâàåòñÿ ñèíãóëÿðíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà.
Ïðè x→ ξ ñèíãóëÿðíîå ðåøåíèå ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Ïðè m = 2 ôóíêöèÿ

(1) äåëàåòñÿ òîæäåñòâåííî ðàâíîé åäèíèöå, ïîýòîìó òàêàÿ ôóíêöèÿ íå ìîæåò ñëóæèòü
ñèíãóëÿðíûì ðåøåíèåì [1]. Ýòî íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ïðè ðåøåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ
ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷.

Îòìå÷àåòñÿ, ÷òî ñèíãóëÿðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíå-
íèþ −∆υ = cδ(x− ξ), ãäå δ � ôóíêöèÿ Äèðàêà, à c � ïîñòîÿííàÿ [1].

Ëèòåðàòóðà
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ÎÁ ÎÄÍÎÌ ÍÅÀÂÒÎÍÎÌÍÎÌ ÏÀÐÀÁÎËÈ×ÅÑÊÎÌ ÓÐÀÂÍÅÍÈÈ,
ÇÀÂÈÑßÙÅÌ ÎÒ ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ

Ñ.Ì. Áîðîäè÷

Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåàâòîíîìíîå ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå

∂tu = ∆u− f(u)− ϕ(u, t, ε) + g(x), u|x∈∂Ω = 0, x ∈ Ω, t > 0, (1)

ãäå ε ∈ R, |ε| 6 ε0, Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω, f(u) ∈
∈ C1+α(R), ϕ(u, t, ε) � êëàññà C1 ïî u è ε è íåïðåðûâíà ïî t, g(x) ∈ L2(Ω).
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

ϕ(u, t, 0) = 0, (2)

(f(u) + ϕ(u, t, ε))u > −C, f ′(u) + ϕ′u(u, t, ε) > −C,

|f ′(u)|+ |ϕ′u(u, t, ε)| 6 C(1 + |u|p0−1), |ϕ′ε(u, t, ε)| 6 C(1 + |u|p0), p0 6
n

n− 2
,

F (u) =

u∫
0

f(s) ds > −C

äëÿ âñåõ u ∈ R, t > 0, ε ∈ [−ε0, ε0].
Ïóñòü E = H1

0 (Ω). Ïðè ëþáîì ε, |ε| 6 ε0, è ëþáûõ T > 0 è u0 ∈ E óðàâíåíèå
(1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u(t, ε), ïðèíàäëåæàùåå êëàññó

V = L∞([0, T ], L2(Ω))
⋂
L2([0, T ], E)

è óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ u|t=0 = u0 (ñì. [1]).
Â ñèëó óñëîâèÿ (2) óðàâíåíèå (1) àâòîíîìíî ïðè ε = 0. Â ýòîì ñëó÷àå îíî ïî-

ðîæäàåò â ïðîñòðàíñòâå E ïîëóãðóïïó îïåðàòîðîâ {St, t > 0}, ñîïîñòàâëÿþùèõ
íà÷àëüíîìó çíà÷åíèþ u0 ∈ E çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåøåíèÿ â ìîìåíò âðåìå-
íè t.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëóãðóïïà {St} èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê,
è ïóñòü zi � êàêàÿ-ëèáî èç íèõ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç MH(zi) ñîâîêóïíîñòü âñåõ òî÷åê
u ∈ E, ÷åðåç êîòîðûå ïðîõîäÿò òðàåêòîðèè Stu0, ïðîäîëæàåìûå äëÿ âñåõ t 6 0
è óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ: Stu0 → zi â E ïðè t → −∞. Ìíîæåñòâî MH(zi)
ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì êîíå÷íîìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì (ñì. [2]).

Ïóñòü B � îãðàíè÷åííîå â E ìíîæåñòâî, Uε � ñîâîêóïíîñòü ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
(1) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè èç B, îïðåäåëåííûõ ïðè t > 0. Îïðåäåëèì ñåìåéñòâî
ñîñòàâíûõ ïðåäåëüíûõ òðàåêòîðèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ Uε, êàê ìíîæåñòâî êðèâûõ
ũ(t), t > 0, â ïðîñòðàíñòâå E, òàêèõ, ÷òî: 1) ÷èñëî òî÷åê ðàçðûâà ũ(t) êîíå÷íî;
2) ũ(t) = Stu0 ïðè 0 6 t < t1 äëÿ íåêîòîðûõ u0 ∈ B è t1 > 0; 3) ïðè t > t1
ũ(t) ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà êóñêîâ òðàåêòîðèé ïîëóãðóïïû {St}, ëåæàùèõ íà
êîíå÷íîìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ MH(zi).

Òåîðåìà. Ïóñòü âûïîëíåíû ñôîðìóëèðîâàííûå âûøå óñëîâèÿ. Êðîìå òîãî, ïóñòü
g(x) � ðåãóëÿðíîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà Aυ = ∆υ − f(υ), υ ∈ H1

0 (Ω)
⋂
H2(Ω) (ýòî

óñëîâèå îáåñïå÷èâàåò ãèïåðáîëè÷íîñòü íåïîäâèæíûõ òî÷åê zi). Òîãäà íàéäóòñÿ òà-
êèå ìàëûå ε1 > 0 è q > 0 è äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî C0, ÷òî ïðè |ε| 6 ε1 äëÿ
ëþáîãî u(·, ε) ∈ Uε ñóùåñòâóåò ñîñòàâíàÿ ïðåäåëüíàÿ òðàåêòîðèÿ ũ(t), òàêàÿ, ÷òî
ũ(0) = u(0, ε) è

sup
t>0
‖u(t, ε)− ũ(t)‖ 6 C0|ε|q,

ãäå ‖ · ‖ � íîðìà â E.
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Ëèòåðàòóðà
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Î ÐÅØÅÍÈÈ ÑÈÑÒÅÌÛ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ
Â ×ÀÑÒÍÛÕ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÕ, ÏÐÈÌÅÍßÅÌÎÉ

ÏÐÈ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÈ ÏÐÎÖÅÑÑÀ ÎÁÐÀÁÎÒÊÈ ÈÑÊÎÂ
Â ÑÒÐÀÕÎÂÎÉ ÊÎÌÏÀÍÈÈ

À.Î. Ãàëèöêàÿ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ îòêðûòàÿ ñåòü ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ îäíîòèïíûìè çàÿâêà-
ìè, îáùåå ÷èñëî êîòîðûõ îãðàíè÷åíî. Çàÿâêè âõîäíîãî ïîòîêà íåçàâèñèìî îò äðóãèõ
ñ âåðîÿòíîñòüþ p0i íàïðàâëÿåòñÿ â i -þ ÑÌÎ, i = 1, n,

∑n
i=1 p0i = 1. Â ñèñòåìó ïî-

ñòóïàåò ïðîñòåéøèé ïîòîê çàÿâîê ñ èíòåíñèâíîñòüþ λ. Êàæäàÿ ëèíèÿ îáñëóæèâàíèÿ
ÑÌÎ îáðàáàòûâàåò çàÿâêè ïî ïîêàçàòåëüíîìó çàêîíó ñ èíòåíñèâíîñòüþ µi, i = 1, n.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îáùåå ÷èñëî çàÿâîê â ðàññìàòðèâàåìîé îòêðûòîé ñåòè îãðàíè-
÷åíî êîíñòàíòîé K. Ñîñòîÿíèå ñåòè îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì

k(t) = (k1(t), k2(t), . . . , kn(t)), (1)

ãäå ki(t) � ÷èñëî çàÿâîê â ñèñòåìå Si â ìîìåíò âðåìåíè t, i = 1, n. Âåêòîð (1) â
ñèëó âûøå îïèñàííîãî ÿâëÿåòñÿ öåïüþ Ìàðêîâà ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì è êîíå÷íûì
÷èñëîì ñîñòîÿíèé.

Çàÿâêà, íàïðàâëåííàÿ â i -þ ÑÌÎ èçâíå èëè ñ äðóãîé ÑÌÎ ñ âåðîÿòíîñòüþ f (i),
ïðèñîåäèíÿåòñÿ ê î÷åðåäè, à ñ âåðîÿòíîñòüþ 1−f (i) ñ÷èòàåòñÿ ìãíîâåííî îáñëóæåííîé
ÑÌÎ, 0 6 f (i) 6 1, i = 1, n.

Ïóñòü ϕi, ψij, αi, βij, i, j = 1, n, � óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé, îïðåäåëåííûå
â ðàáîòå [1].

Ïóñòü òàêæå εi(ki, t) = min(ki(t),mi) � ÷èñëî ëèíèé îáñëóæèâàíèÿ, çàíÿòûõ â
ñèñòåìå Si çàÿâêàìè â ìîìåíò âðåìåíè t :

εi2(ki1, ki2, t) =

{
ki(t), ki(t) < mi,

0, ki1(t) > mi.

Äîêàçàíî, ÷òî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðà (1) ñ òî÷íîñòüþ äî O(1/K2) óäî-
âëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:

∂p(x, t)

∂t
= −

n∑
i=0

∂

∂xi
(A(x, t)p(x, t)) +

ε

2

n∑
i,j=0

∂2

∂xixj
(p(x, t)),

ãäå êîýôôèöèåíòû Ai(x, t), Bij(x, t) îïðåäåëÿþòñÿ ïî íàéäåííûì âûðàæåíèÿì.
Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññîâ îá-

ñëóæèâàíèÿ êëèåíòîâ â ñòðàõîâûõ êîìïàíèÿõ.
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ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈÅ ÒÈÏÀ ÃÀÓÑÑÀ � 4 ÄËß ÔÓÍÊÖÈÈ ÃÎÐÍÀ H3

È.Á. Ãàðèïîâ, Ð.Ì. Ìàâëÿâèåâ

Â òåîðèè îáîáùåííîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ è îñèñåììèòðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüì-
ãîëüöà âàæíóþ ðîëü èãðàåò êîíôëþýòíàÿ ôóíêöèÿ Ãîðíà [1]

H3(α, β; δ; z, t) =
∞∑
m=0

∞∑
n=0

(α)m−n(β)m
(δ)m

zm

m!

tn

n!
,

äëÿ êîòîðîé â [1] ïðèâåäåíû äâà Ãàóññîâûõ ñîîòíîøåíèÿ:

H3(α, β; δ; z, t)−H3(α, β; δ − 1; z, t) =
αβ

δ(1− δ)
zH3(α + 1, β + 1; δ + 1; z, t),

H3(α, β + 1; δ; z, t)−H3(α, β; δ; z, t) =
α

δ
zH3(α + 1, β + 1; δ + 1; z, t).

Ïðè t = 0 äàííûå ñîîòíîøåíèÿ êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ïåðåéäóò â èçâåñòíûå ñîîòíî-
øåíèÿ äëÿ ôóíêöèè Ãàóññà [2]:

F (α, β; δ; z)− F (α, β; δ − 1; z) =
αβ

δ(1− δ)
zF (α + 1, β + 1; δ + 1; z),

F (α, β + 1; δ; z)− F (α, β; δ; z) =
α

δ
zF (α + 1, β + 1; δ + 1; z).

Â ðàáîòå [3] áûëà äîêàçàíà ôîðìóëà

(δ − β − 1)H3(α, β; δ; z, t) + βH3(α, β + 1; δ; z, t)− (δ − 1)H3(α, β; δ − 1; z, t) = 0,

èç êîòîðîé ïðè t = 0 êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ñëåäóåò

(δ − β − 1)F (α, β; δ; z) + βF (α, β + 1; δ; z)− (δ − 1)F (α, β; δ − 1; z) = 0.

Â ýòîé ðàáîòå äîêàçàíà ôîðìóëà

δ(α− (δ − β)z)H3(α, β; δ; z, t)− αδ(1− z)H3(α + 1, β; δ; z, t) + (δ − α)(δ − β)×

× zH3(α, β; δ + 1; z, t) =
δt

1− α
H3(α− 1, β; δ; z, t)− (δ − β)zt

1− α
H3(α− 1, β; δ + 1; z, t),

èç êîòîðîé ïðè t = 0 êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ñëåäóåò

δ(α− (δ−β)z)F (α, β; δ; z)−αδ(1−z)F (α+1, β; δ; z)+(δ−α)(δ−β)zF (α, β; δ+1; z)=0.

Ëèòåðàòóðà

1. Êàïèëåâè÷ Ì.Á. Î êîíôëþýíòíûõ ôóíêöèÿõ Ãîðíà // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. 1966. Ò. 2. � 9.
C. 1239�1254.

2. Ãðàäøòåéí È.Ñ., Ðûæèê È.Ì. Òàáëèöû èíòåãðàëîâ, ñóìì, ðÿäîâ è ïðîèçâåäåíèé. Ì.: Íàóêà,
1963.

3. Ìàâëÿâèåâ Ð.Ì., Ãàðèïîâ È.Á. Ãàóññîâî ñîîòíîøåíèå � 12 äëÿ ôóíêöèé Ãîðíà H3 // XVII
Ìåæäóíàð. íàó÷. êîíô. ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì (ÅÐÓÃÈÍÑÊÈÅ ×ÒÅÍÈß�2017): òåç.
äîêë. Ìåæäóíàð. íàó÷. êîíô. Ìèíñê, 16�20 ìàÿ 2017 ã. ×. 2. Ìí.: Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Áåëà-
ðóñè, 2017. Ñ. 18.
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Î ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈÈ ÃËÎÁÀËÜÍÛÕ ÐÅØÅÍÈÉ
ÍÀ×ÀËÜÍÎ-ÊÐÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È ÄËß ÏÀÐÀÁÎËÈ×ÅÑÊÎÃÎ
ÓÐÀÂÍÅÍÈß Ñ ÍÅËÈÍÅÉÍÎÉ ÏÀÌßÒÜÞ Â ÃÐÀÍÈ×ÍÎÌ

ÓÑËÎÂÈÈ

À.Ë. Ãëàäêîâ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à:

ut = ∆u+ c(t)up äëÿ x ∈ Ω, t > 0,

∂u(x, t)

∂ν
= k(t)

t∫
0

uq(x, τ) dτ äëÿ x ∈ ∂Ω, t > 0,

u(x, 0) = u0(x) äëÿ x ∈ Ω,

(1)

ãäå Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn ñ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω, min(p, q) >
> 0, ν � åäèíè÷íàÿ âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ∂Ω, c(t) è k(t) � íåîòðèöàòåëüíûå íåïðå-
ðûâíûå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå ïðè t > 0, u0(x) � íåòðèâèàëüíàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ
íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ ïðè x ∈ Ω.

Óñòàíàâëèâàþòñÿ óñëîâèÿ, ãàðàíòèðóþùèå ñóùåñòâîâàíèå è îòñóòñòâèå íåòðèâè-
àëüíûõ ãëîáàëüíûõ ðåøåíèé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (1). Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû
çàâèñÿò îò ïîâåäåíèÿ ïåðåìåííûõ êîýôôèöèåíòîâ ïðè t → ∞. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçà-
íû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 1. Çàäà÷à (1) íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ ãëîáàëüíûõ ðåøåíèé, åñëè

p > 1 è

∞∫
0

c(t) dt =∞ (2)

èëè

q > 1,

∞∫
0

tk(t) dt =∞

è k(t) 6 C/t2, C > 0, äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé t èëè t1−qk(t) íå âîçðàñ-
òàåò äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé t.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: min(p, l) > 1,

∞∫
0

{c(t) + tk(t)} dt <∞

è ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå α, t0 è K òàêèå, ÷òî α > t0 è

t∫
t−t0

τk(τ)√
t− τ

dτ 6 K äëÿ âñåõ t > α.

Òîãäà çàäà÷à (1) èìååò îãðàíè÷åííûå ãëîáàëüíûå ðåøåíèÿ ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ
çíà÷åíèÿõ íà÷àëüíûõ äàííûõ.
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Ïîëîæèì ln1 t = ln t, lnn t = ln lnn−1 t, n = 2, 3, . . . Èç òåîðåì 1 è 2 ñëåäóåò îï-
òèìàëüíîñòü óñëîâèÿ (2). Êðîìå òîãî, çàäà÷à (1) èìååò íåòðèâèàëüíûå îãðàíè÷åííûå
ãëîáàëüíûå ðåøåíèÿ, åñëè

∞∫
0

c(t)dt <∞

è äëÿ n ∈ N, γ > 0, σ > 1 è äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé t âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

k(t) 6 γ{t2 ln1 t. . . lnσn t}−1.

Çàäà÷à (1) íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ ãëîáàëüíûõ ðåøåíèé, åñëè

k(t) > β{t2 ln1 t. . . lnn t}−1

äëÿ n ∈ N, β > 0 è äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé t.

ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÍÀ×ÀËÜÍÎ-ÊÐÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×Å ÄËß ÍÅËÈÍÅÉÍÎÃÎ
ÍÅËÎÊÀËÜÍÎÃÎ ÏÀÐÀÁÎËÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

Ñ ÍÅËÈÍÅÉÍÛÌ ÍÅËÎÊÀËÜÍÛÌ ÃÐÀÍÈ×ÍÛÌ ÓÑËÎÂÈÅÌ

À.Ë. Ãëàäêîâ, Ò.Â. Êàâèòîâà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåëèíåéíîå ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå

ut = ∆u+ a(x, t)ur
∫
Ω

up(y, t) dy − b(x, t)uq, x ∈ Ω, t > 0, (1)

ñ íåëèíåéíûì íåëîêàëüíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì

u(x, t) =

∫
Ω

k(x, y, t)ul(y, t) dy, x ∈ ∂Ω, t > 0, (2)

è íà÷àëüíûì óñëîâèåì
u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω, (3)

ãäå r, p, q, l � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâå
Rn(n > 1) ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω.

Îòíîñèòåëüíî äàííûõ çàäà÷è (1)�(3) ñäåëàíû ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ:

a(x, t), b(x, t) ∈ Cα
loc(Ω× [0,+∞)), 0 < α < 1, a(x, t) > 0, b(x, t) > 0;

k(x, y, t) ∈ C(∂Ω× Ω× [0,+∞)), k(x, y, t) > 0;

u0(x) ∈ C(Ω), u0(x) > 0, x ∈ Ω, u0(x) =

∫
Ω

k(x, y, 0)ul0(y) dy, x ∈ ∂Ω.

Äîêàçàíû ñëåäóþùèå òåîðåìû.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü max (r + p, l) 6 1 èëè l < (q + 1)/2, r + p < q è âûïîëíåíî

óñëîâèå
b(x, t) > 0, x ∈ Ω, t > 0.

Òîãäà çàäà÷à (1) � (3) èìååò ãëîáàëüíûå ðåøåíèÿ ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ.
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Ïóñòü l > max (1, (q + 1)/2) è

k(x, y, t) > k0 > 0, x ∈ ∂Ω, y ∈ Ω, 0 < t < t0, (4)

äëÿ íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ ïîñòîÿííûõ k0 è t0 èëè r + p > max(q, 1) è

a(x, t) > a0 > 0, x ∈ Ω, 0 < t < t1, (5)

äëÿ íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ ïîñòîÿííûõ a0 è t1.
Òåîðåìà 2. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (4) è l > max (1, (q + 1)/2) èëè (5) è r +

+ p > max(q, 1), òî ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) � (3), êîòîðûå îáðàùàþòñÿ â
òå÷åíèå êîíå÷íîãî âðåìåíè â áåñêîíå÷íîñòü.

ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÎÁÎÁÙÅÍÍÎÃÎ ÐÅØÅÍÈß ÑÌÅØÀÍÍÎÉ
ÇÀÄÀ×È ÄËß ÎÄÍÎÃÎ ÊËÀÑÑÀ ËÈÍÅÉÍÛÕ

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÒÐÅÒÜÅÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ

Â.Â. Äàéíÿê

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ â îáîáùåííîé ïîñòàíîâêå îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøè-
ìîñòü çàäà÷è òèïà Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà, ñîäåðæàùåãî ìëàäøèå
ïðîèçâîäíûå.

Ðàññìîòðèì â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ Rn+1 îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé ôóíêöèè
u(x) äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå òðåòüåãî ïîðÿäêà âèäà

Lu ≡ ∂3u

∂x3
0

+
n∑
k=1

ak
∂3u

∂x0∂x2
k

+
n∑
k=1

bk
∂3u

∂x3
k

+

+ c0
∂2u

∂x2
0

+
n∑
k=1

ck
∂2u

∂x0∂xk
+

n∑
k=1

dk
∂2u

∂x2
k

+ L1(x,D)u = f(x), (1)

L1(x,D)u =
n∑
k=0

pk(x)
∂u

∂xk
− λ(x)u.

Çäåñü ak, bk (k = 1, 2, . . . , n) � ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè, à êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìà
L1(x,D) è èõ ïðîèçâîäíûå ∂pk/∂xk (k = 1, 2, . . . , n) èçìåðèìû è îãðàíè÷åíû.

Ïóñòü L0(ν) = ν3
0 +
∑n

k=1(akν0ν
2
k+bkν

3
k), ν � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê

ãèïåðïîâåðõíîñòè ∂Ω. Â îáëàñòè Ω ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (1) îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè
u(x), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

u

∣∣∣∣
∂Ω

= 0,
∂u

∂ν

∣∣∣∣
∂Ω−

= 0, (2)

ãäå ∂Ω− � ÷àñòü ãðàíèöû ∂Ω, â òî÷êàõ êîòîðîé L0(ν) < 0.
Âìåñòå ñ çàäà÷åé (1), (2) áóäåì ðàññìàòðèâàòü è ñîïðÿæåííóþ ê íåé

L∗υ = g(x), (3)

υ

∣∣∣∣
∂Ω

= 0,
∂υ

∂ν

∣∣∣∣
∂Ω+

= 0, (4)

ãäå ∂Ω+ = {x ∈ ∂Ω|L0(ν) > 0}.
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Ïóñòü H`
0(Ω)(H̊`(Ω)) (l = 1, 2, 3) � ïîäïðîñòðàíñòâà ïðîñòðàíñòâà H`(Ω) ñ ó÷åòîì

óñëîâèé (2) è (4).
Çàäà÷è (1), (2) è (3), (4) ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê îïåðàòîðíûå óðàâíåíèÿ

Lu = f, x ∈ D(L) = H3
0 (Ω),

L∗υ = g, x ∈ D(L∗) = H̊3(Ω).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàçðåøèìîñòè ýòèõ óðàâíåíèé ñòðîèì ðàñøèðåíèÿ L è L∗

îïåðàòîðîâ L è L∗.
Â ðàáîòå ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ è ñ ïîìîùüþ ýíåðãåòè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ

äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàå-
ìûõ çàäà÷ (1), (2) è (3), (4).

Ëèòåðàòóðà

1. Äàéíÿê Â.Â., Êîðçþê Â.È., Ïðîòüêî À.À. Çàäà÷à òèïà Äèðèõëå äëÿ ñîñòàâíîãî óðàâíåíèÿ
òðåòüåãî ïîðÿäêà // Âåñòí. ÁÃÓ. 2012. � 10. C. 116�121.

2. Äàéíÿê Â.Â., Êîðçþê Â.È., Ïðîòüêî À.À. Çàäà÷à òèïà Äèðèõëå óðàâíåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà
ñîñòàâíîãî òèïà ñ ìëàäøèìè ïðîèçâîäíûìè // Âåñöi ÍÀÍ Áåëàðóñi. 2013. � 4. C. 84�91.

ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÔÓÍÊÖÈÈ ÃÐÈÍÀ ÒÐÅÒÜÅÉ ÊÐÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È
ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÏÓÀÑÑÎÍÀ

Â.Â. Êàðà÷èê

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ôóíêöèÿ Ãðèíà çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â
øàðå ïðè n > 2 èìååò âèä

G(x, ξ) = E(x, ξ)− E
(
x

|x|
, |x|ξ

)
,

ãäå E(x, ξ) = (n−2)−1|x−ξ|2−n � ýëåìåíòàðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà [1]. Èìå-
åòñÿ ìíîãî ðàáîò, êîòîðûå ïîñâÿùåííû ïîñòðîåíèþ ôóíêöèè Ãðèíà äëÿ ðàçëè÷íûõ
îáëàñòåé è çàäà÷, íàïðèìåð, â ñåêòîðå äëÿ áèãàðìîíè÷åñêîãî è òðèãàðìîíè÷åñêîãî
óðàâíåíèé [2], çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â ïîëóïðîñòðàíñòâå, çàäà÷è
Ðîáåíà â êðóãå è ò.ä. Â ðàáîòå [3] äàíî ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè Ãðèíà äëÿ òðåòüåé
êðàåâîé çàäà÷è â êðóãå.

Ðàññìîòðèì òðåòüþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â øàðå

∆u(x) = f(x), x ∈ S,
(
∂u

∂ν
+ λu

)∣∣∣∣
∂S

= 0, (1)

ãäå λ ∈ R+ è n > 2. Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò. Ïóñòü Λx =
∑n

i=1 xi
∂
∂xi
.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü f ∈ C1(S) è λ > 0. Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (1) ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå

u(x) = − 1

ωn

∫
S

Nλ(x, ξ)f(ξ) dξ,
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ãäå ôóíêöèÿ Ãðèíà Nλ(x, ξ) èìååò âèä Nλ(x, ξ) = E(x, ξ)−Eλ(x, ξ) ôóíêöèÿ Eλ(x, ξ)
çàïèñûâàåòñÿ â ôîðìå

Eλ(x, ξ) =

1∫
0

Êλ

(
x

|x|
, t|x|ξ

)
tλ−1 dt

è Êλ(x, ξ) = (Λx + λ)E(x, ξ).
Ñëåäñòâèå. Åñëè Hs(x) � îäíîðîäíûé ãàðìîíè÷åñêèé ïîëèíîì ñòåïåíè s, òî

− 1

ωn

∫
S

Nλ(x, ξ)|ξ|2kHs(ξ) dξ =
|x|2k+2 − (2k + 2 + s+ λ)/(s+ λ)

(2k + 2)(2k + 2s+ n)
Hs(x).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îïèðàåòñÿ íà ðåçóëüòàòû ðàáîò [4, 5].
Îñíîâíîé ðåçóëüòàò äîïîëíÿåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 2. Ôóíêöèÿ Íåéìàíà N (x, ξ) çàäà÷è (1) ïðè λ = 0 èìååò âèä

N (x, ξ) = E(x, ξ)− E0(x, ξ),

ãäå ôóíêöèÿ E0(x, ξ) çàïèñûâàåòñÿ â ôîðìå

E0(x, ξ) =

1∫
0

(
Ê

(
x

|x|
, t|x|ξ

)
+ 1

)
dt

t

è Ê(x, ξ) = ΛxE(x, ξ).

Ëèòåðàòóðà

1. Áèöàäçå À.Â. Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ì.: Íàóêà, 1982.
2. Ying Wang, Liuqing Ye. Biharmonic Green function and biharmonic Neumann function in a sector

// Complex Variables Elliptic Equ. 2013. V. 58. � 1. P. 7�22.
3. Sadybekov M.A., Torebek B.T., Turmetov B.Kh. On an explicit form of the Green function of the

Robin problem for the Laplace operator in a circle // Adv. Pure Appl. Math. 2015. V. 6. � 3. P. 163�172.
4. Êàðà÷èê Â.Â., Àíòðîïîâà Í.À. Î ïîëèíîìèàëüíûõ ðåøåíèÿõ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ áèãàðìîíè-

÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â øàðå // Ñèá. æóðí. èíäóñòðèàëüíîé ìàòåìàòèêè. 2012. Ò. XV. � 2. Ñ. 86�98.
5. Êàðà÷èê Â.Â. Ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ ïîëèãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â øàðå ïðè ïîëè-

íîìèàëüíûõ äàííûõ // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. 2015. T. 51. � 8. Ñ. 1038�1047.

ÎÁ ÓÐÀÂÍÅÍÈßÕ ÍÀÂÜÅ � ÑÒÎÊÑÀ
ÏÐÈ ÁÎËÜØÈÕ ×ÈÑËÀÕ ÐÅÉÍÎËÜÄÑÀ

Ñ.Ñ. Êàÿíîâè÷

Ïóñòü óðàâíåíèÿ Íàâüå � Ñòîêñà (ïëîòíîñòü ρ = 1)

∂ui
∂t

= ν
2∑

k=1

∂2ui
∂x2

k

−
2∑

k=1

uk
∂ui
∂xk
− ∂p

∂xi
, (x, t) ∈ ΩT , i = 1, 2, (1)

∂u2

∂x2

+
∂u1

∂x1

= 0, x ∈ [0, L]× (0, H), t ∈ [0, T ] (2)
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îïèñûâàþò òå÷åíèå âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â êàíàëå ΩT . Çäåñü

x = (x1, x2), Ω = (0, L)× (0, H), S1 = [0 6 x1 6 L, x2 = 0],

S2 = [0 6 x1 6 L, x2 = H], S3 = [x1 = 0, 0 6 x2 6 H], S4 = [x1 = L, 0 6 x2 6 H].

S = S1

⋃
S2

⋃
S3

⋃
S4 � ãðàíèöà Ω, Ω = Ω

⋃
S, ΩT = Ω× (0, T ], ST = S × (0, T ],

ΩT = Ω× [0, T ], S⋃ = S1

⋃
S2, S⋃

T = S⋃ × (0, T ],

S1, S2 � òâåðäûå ñòåíêè êàíàëà. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó: íàéòè äîñòàòî÷íî ãëàäêîå â
çàìêíóòîé îáëàñòè ΩT ðåøåíèå ñèñòåìû (1), (2), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

ui|t=0 =bi(x), x∈Ω;

H∫
0

∂b1(x1, z)

∂x1

dz=0; bi|S⋃ =0, ui|ST
=ϕi(x, t), ϕi|S⋃

T
=0, (3)

ãäå ϕi|S⋃
T

= 0 � óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ.

Â ñèëó (3)
∂ui
∂x1

∣∣∣∣
S⋃

T

=
∂ϕi
∂x1

∣∣∣∣
S⋃

T

=0 (i = 1, 2), à â ñèëó (2), åñëè ôóíêöèÿ
∂u2

∂x2

íåïðå-

ðûâíà â çàìêíóòîé îáëàñòè ΩT , äîëæíî áûòü
∂u2

∂x2

∣∣∣∣
S⋃

T

= −∂u1

∂x1

∣∣∣∣
S⋃

T

= −∂ϕ1

∂x1

∣∣∣∣
S⋃

T

= 0.

Çíà÷èò, äëÿ ôóíêöèè u2 íà ÷àñòè ãðàíèöû S⋃
T , êðîìå óñëîâèÿ u2|S⋃

T
= ϕ2, äîëæíî

âûïîëíÿòüñÿ åùå óñëîâèå
∂u2

∂x2

∣∣∣∣
S⋃

T

= −∂ϕ1

∂x1

∣∣∣∣
S⋃

T

, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ èçëèøíèì è ìîæåò

ñêàçàòüñÿ íà ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è [1]. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ìàëûõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüä-

ñà Re ïîïåðå÷íàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè u2 ≡ 0, ïðîèçâîäíàÿ
∂u2

∂x2

≡ 0 è ðàâåíñòâî

∂u2

∂x2

∣∣∣∣
S⋃

T

= −∂ϕ1

∂x1

∣∣∣∣
S⋃

T

= 0 âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè. Ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ Re óêà-

çàííàÿ ïðîèçâîäíàÿ
∂u2

∂x2

íå ðàâíà íóëþ (îíà ïîëîæèòåëüíà â îáîëî÷êå òå÷åíèÿ è

îòðèöàòåëüíà â åãî ñòåðæíå) [2].
Â ñâÿçè ñî ñêàçàííûì ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ìîäåëü òå÷åíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè:

∂u1

∂t
= ν

2∑
k=1

∂2u1

∂x2
k

−
2∑

k=1

uk
∂u1

∂xk
− ∂p

∂x1

, (x, t) ∈ Ω̃T , (4)

∂u2

∂x2

+
∂u1

∂x1

= 0, (x, t) ∈ ΩiT , i = 1, 2;
∂2u2

∂x2
2

+
∂2u1

∂x1∂x2

= 0, (x, t) ∈ Ω′T , (5)

2∑
k=1

∂2p

∂x2
k

+
2∑

k=1

2∑
j=1

∂uk
∂xj

∂uj
∂xk

= 0, (x, t) ∈ Ω̃T , (6)

u1|t=0 = b(x), x ∈ Ω̃, u1|S̃T
= ψ̃1(s, t), (s, t) ∈ S̃T , u2|SiT

= 0, i = 1, 2, (7)

∂p

∂n
|S̃T

= ζ(s)
2∑
j=1

ωj(s, t) cosαj, ωi = ν

2∑
k=1

∂2ui
∂x2

k

−
2∑

k=1

uk
∂ui
∂xk
− ∂ui

∂t
, (8)
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ãäå ζ(x) � ñðåçàþùàÿ ôóíêöèÿ, ãäå
∂p

∂n

∣∣∣∣
S̃T

� ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðà

n âíóòðåííåé íîðìàëè ê S̃T , αi � óãîë ìåæäó âåêòîðîì n è îñüþ Oxi, Ω̃ � îáëàñòü,

îãðàíè÷åííàÿ êðèâîé S̃, Ω̃ = Ω̃
⋃
S̃, S̃ = S̃1

⋃
S̃2

⋃
S̃3

⋃
S̃4, ãäå

S̃1 =

[
06x16

δ

2
, x2 =θ1(x1)

]⋃[δ
2
6x16L−

δ

2
, x2 =0

]⋃[
L− δ

2
6x16L, x2 =φ1(x1)

]
,

S̃2 =

[
06x16

δ

2
, x2 =θ2(x1)

]⋃[δ
2
6x16L−

δ

2
, x2 =H

]⋃[
L− δ

2
6x16L, x2 =φ2(x1)

]
,

S̃3 = [x1 = 0, θ1(0) 6 x2 6 θ2(0)], S̃4 = [x1 = L, φ1(L) 6 x2 6 φ2(L)],

Ω1 = [0 6 x1 6 L, 0 < x2 6 ε], Ω2 = [0 6 x1 6 L, H − ε 6 x2 < H],

ΩiT = Ωi × [0, T ], i = 1, 2, Ω′ = [0 6 x1 6 L, ε1 < x2 < H − ε1],

Ω̃′T = Ω̃′ × [0, T ], Ω̃T = Ω̃× [0, T ], S̃T = S̃ × [0, T ], Ω̃T = Ω̃× [0, T ],

ε, δ � ìàëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, ε1 = ε/2.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

Ωδ = [δ 6 x1 6 L− δ, 0 6 x2 6 H], ΩδT = Ωδ × [0, T ],

Ωδ = [δ < x1 < L− δ, 0 < x2 < H], ΩδT = Ωδ × [0, T ].

Â ðàáîòå [3] äîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû (4)�(8), â êëàññå äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ
ôóíêöèé, ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî íà ñëîÿõ tm = mτ, m = 0, 1, 2, . . . ,M, τ > 0,
ðàñïîëîæåííûõ â îáëàñòè ΩδT , è îíî óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (2) â îáëàñòè ΩδT .

Åñëè îáîçíà÷èòü A =
∂u2

∂t
− ν

2∑
k=1

∂2u2

∂x2
k

+
2∑

k=1

uk
∂u2

∂xk
+

∂p

∂x1

, òî èç (4) è (6) ñ ó÷åòîì

(2) ëåãêî ïîëó÷èòü ðàâåíñòâî

2∑
k=1

∂2p

∂x2
k

+

(
∂u1

∂x1

)2

+ 2
∂u1

∂x2

∂u2

∂x1

+

(
∂u2

∂x2

)2

−

− ν
2∑

k=1

∂2

∂x2
k

(
∂u1

∂x1

+
∂u2

∂x2

)
+

2∑
k=1

uk
∂

∂xk

(
∂u1

∂x1

+
∂u2

∂x2

)
+
∂

∂t

(
∂u1

∂x1

+
∂u2

∂x2

)
= 0. (9)

Âû÷èòàÿ èç (9) óðàâíåíèå (2) (i = 1), ïðîäèôôåðåíöèðîâàííîå ïî x1, ïîëó÷èì óðàâ-

íåíèå
∂A

∂x2

= 0, èíòåãðèðîâàíèå êîòîðîãî ïî x2 ñ óñëîâèÿìè (8) äàåò A = 0 â îáëàñòè

ΩδT íà ñëîÿõ tm = mτ. Èìååò ìåñòî
Òåîðåìà. Ðåøåíèå çàäà÷è (4) � (8), ãëàäêîñòü êîòîðîãî îïðåäåëåíà â [3], óäî-

âëåòâîðÿåò âñåì óðàâíåíèÿì ñèñòåìû (1), (2) ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà â
îáëàñòè ΩδT (íà ñëîÿõ tm = mτ) .
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ÑÈÌÌÅÒÐÈß È ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÅ ÎÁËÀÑÒÈ
Â ÇÀÄÀ×Å Î ÐÀÇÂÅÒÂËßÞÙÈÕÑß ÐÅØÅÍÈßÕ
ÍÅËÈÍÅÉÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÃÅËÜÌÃÎËÜÖÀ

È.Â. Êîíîïëåâà

Ìåòîäàìè ãðóïïîâîãî àíàëèçà äëÿ ïîñòðîåíèÿ è èññëåäîâàíèÿ óðàâíåíèÿ ðàçâåòâ-
ëåíèÿ (ÓÐ) â ðàáîòàõ [3, 4] îïðåäåëåíà àñèìïòîòèêà ðàçâåòâëÿþùèõñÿ ðåøåíèé íåëè-
íåéíûõ çàäà÷ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

∆u+ λ2

{
sinhu
sinu

}
= 0,

(1)
(2)

a) Λ(a) : u|∂Ω = 0 èëè b) Λ(b) :
∂u

∂n

∣∣∣∣∂Ω = 0

â êâàäðàòå, ïðÿìîóãîëüíèêå, êðóãå. Ýòè çàäà÷è èìåþò ïðèëîæåíèÿ â òåîðèè íèçêî-
òåìïåðàòóðíîé ïëàçìû è äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè. Òåîðèÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ
ãðóïïîâîãî àíàëèçà â çàäà÷àõ òåîðèè âåòâëåíèÿ èçëîæåíà â îáçîðàõ [1�3]. Äîêàçàíî,
÷òî îáùèé âèä ÓÐ îïðåäåëÿåòñÿ ãðóïïîé åãî ñèììåòðèè, îò çàäà÷è ê çàäà÷å ìåíÿþòñÿ
òîëüêî çíà÷åíèÿ åãî êîýôôèöèåíòîâ.

Åñëè óðàâíåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ â îáëàñòè áîëüøèõ ðàçìåðîâ, îíè äîïóñêàþò
ãðóïïó äâèæåíèé R2. Åñëè æå îáëàñòü îãðàíè÷åíà, òî åå âèä âëå÷åò ñèììåòðèþ çà-
äà÷è îòíîñèòåëüíî äîïóñêàåìîé åþ ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé.

Äëÿ îáëàñòè Ω = {(x, y) : 0 6 x2 + y2 6 r2} çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (1) è
(2) a), b) äîïóñêàþò îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó O(2) âðàùåíèé-îòðàæåíèé è ïî-
ðÿäîê äâóìåðíîãî ÓÐ ìîæíî ïîíèçèòü íà åäèíèöó. Ïîñòðîåíî óðàâíåíèÿ ðàçâåòâëåíèÿ
äëÿ çàäà÷ (1), (2) a), b) è îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà ðåøåíèé ïðåäñòàâëåíû â
âèäå ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ε1/2.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíû çàäà÷è (1), (2) â êîòîðûõ ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå
ζ = a

r
x, η = y ïåðåâîäèò êðóã Ω â ýëëèïñ. Ìåòîäàìè, èçëîæåííûìè â [5], ðåøåíà

çàäà÷à î âîçìóùåíèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ëèíåàðèçîâàííîé
çàäà÷è è ïîëó÷åíà àñèìïòîòèêà ñåìåéñòâ ðàçâåòâëÿþùèõñÿ ðåøåíèé äëÿ íåëèíåéíî
âîçìóùåííîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà â ýëëèïòè÷åñêîé îáëàñòè.

Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû äëÿ (1), (2) a), b) â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè

Ω = {(x, y) : 0 6 x 6 1, 0 6 y 6 1},

êîòîðàÿ çàìåíîé ïåðåìåííûõ ïåðåâîäèòñÿ â âîçìóùåííóþ îáëàñòü

Ων = {(x, y) : 0 6 x 6 1, −νg(x) 6 y 6 1 + νg(x)}.

Çäåñü g(0) = 0, g(1) = 0, g(x) � 2π -ïåðèîäè÷åñêàÿ äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, ν � äåéñòâèòåëüíûé ìàëûé ïàðàìåòð |ν| < 2M−1, M =
= max

x∈[0,1]
g(x).

Òåìè æå ìåòîäàìè ðåøàþòñÿ çàäà÷è î âîçìóùåíèè êðóãà è êâàäðàòà äëÿ óðàâíåíèÿ
îáùåãî âèäà ∆u+ λ2(u+ a2u

2 + . . . ) = 0.
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ÑÌÅØÀÍÍÀß ÇÀÄÀ×À ÄËß ÎÄÍÎÐÎÄÍÎÃÎ
ÃÈÏÅÐÁÎËÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ×ÅÒÂÅÐÒÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ

C ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÌÈ ÓÑËÎÂÈßÌÈ

Â.È. Êîðçþê, Í.Â. Âèíü

Èçó÷àåòñÿ êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå ãðàíè÷íîé çàäà÷è äëÿ ñòðîãî ãèïåðáîëè÷åñêî-
ãî óðàâíåíèÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà â ñëó÷àå äâóõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ ñ ÷åòûðü-
ìÿ ðàçëè÷íûìè ñåìåéñòâàìè õàðàêòåðèñòèê. Îïåðàòîð óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
êîìïîçèöèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Óðàâíåíèå çàäàåòñÿ â
ïîëóïîëîñå äâóõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ. Íà íèæíåì îñíîâàíèè îáëàñòè çàäàþòñÿ
óñëîâèÿ Êîøè, à íà áîêîâûõ ãðàíèöàõ � ïåðèîäè÷åñêèå óñëîâèÿ. Ìåòîäîì õàðàêòå-
ðèñòèê âûïèñûâàåòñÿ â àíàëèòè÷åñêîì âèäå ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Äîêà-
çûâàåòñÿ åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ.

Â çàìûêàíèè Q̄ = [0,∞) × [0, l] îáëàñòè Q = (0,∞) × (0, l) äâóõ íåçàâèñèìûõ
ïåðåìåííûõ (t, x) ∈ Q ⊂ R2 çàäàíî îäíîìåðíîå óðàâíåíèå

Lu = (∂t − a(1)∂x)(∂t − a(2)∂x)(∂t − a(3)∂x)(∂t − a(4)∂x)u(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ Q, (1)

Ê óðàâíåíèþ (1) íà ÷àñòè ãðàíèöû ∂Q îáëàñòè Q ïðèñîåäèíÿþòñÿ óñëîâèÿ Êîøè

∂jtu(0, x) = ϕj(x), j = 0, 1, 2, 3, x ∈ [0, l], (2)

è îäíîðîäíûå ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

u(t, 0) = u(t, l), ∂xu(t, 0) = ∂xu(t, l), ∂2
xu(t, 0) = ∂2

xu(t, l),

∂3
xu(t, 0) = ∂3

xu(t, l), t > 0. (3)

Çäåñü f : Q̄ 3 (t, x) → f(t, x) ∈ R, ϕj : [0, l] 3 x → ϕj(x), j = 0, 1, 2, 3, � çàäàííûå
ôóíêöèè. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî a(1), a(3) < 0 è a(2), a(4) > 0.

Ëåììà 1. Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) èç êëàññà ÷åòûðåæäûíåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèèé C4(Q) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû

u(t, x) = g1(x+ a(1)t) + g2(x+ a(2)t) + g3(x+ a(3)t) + g4(x+ a(4)t) + vp(t, x), (4)

ãäå gj (j = 1, 4) � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè ñ îáëàñòÿìè îïðåäåëåíèÿ D(g1), D(g3) =
= ((−∞, l]), D(g2), D(g4) = ([0,+∞)), åñëè (t, x) ∈ Q è vp � ÷àñòíîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (1).

Òåîðåìà 1. Îáùåå ðåøåíèå (4) óðàâíåíèÿ (1) u(t, x) ∈ C4(Q) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà

g1, g3 ∈ C4(−∞, l], g2, g4 ∈ C4[0,∞), vp(t, x) ∈ C4(Q).
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×òîáû ôóíêöèè g2, g4 ïðèíàäëåæàëè êëàññó C4([0,+∞)), à ôóíêöèè g1, g3 �
êëàññó C4((−∞, l]), êðîìå òðåáîâàíèé íà ãëàäêîñòü çàäàííûõ ôóíêöèé çàäà÷è (1)
äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà äëÿ k = 0, 1, 2, 3, . . . â îáùèõ òî÷êàõ ñîïðèêîñíîâåíèÿ

dpg
(k+1)
1 (−kl) = dpg

(k)
1 (−kl), p = 0, 4,

dpg
(k+1)
2 (l + kl) = dpg

(k)
2 (l + kl), p = 0, 4,

dpg
(k+1)
3 (−kl) = dpg

(k)
3 (−kl), p = 0, 4,

dpg
(k+1)
4 (l + kl) = dpg

(k)
4 (l + kl), p = 0, 4.

Òåîðåìà 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè ϕj ∈ C4−j([0, l]), j = 0, 3, è f ≡ 0.
Â êëàññå ôóíêöèèé C4(Q) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è
(1) � (3) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ãëàäêîñòè íà çàäàííûå ôóíêöèè òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ

diϕj(0) = diϕj(l), j = 0, 3, i = 0, 4− j.

Òåîðåìà 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè ϕj ∈ C4−j([0, l]), j = 0, 3 è f ∈ C2(Q).
Â êëàññå ôóíêöèé C4(Q) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è
(1) � (3) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ãëàäêîñòè íà çàäàííûå ôóíêöèè òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ

diϕj(0) = diϕj(l), j = 0, 3, i = 0, 4− j, f(0, 0) = f(0, l).
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ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÇÀÄÀÍÍÛÌÈ ÔÓÍÊÖÈßÌÈ ÇÀÄÀ×

ÈÕ ÐÅØÅÍÈßÌÈ

Â.È. Êîðçþê, È.Ñ. Êîçëîâñêàÿ, Â.Ï. Ñåðèêîâ,
Â.À. Ñåâàñòþê, Ñ.Í. Íàóìîâåö

Äàííîå ñîîáùåíèå ñòàâèò ñâîåé öåëüþ ñ ïîìîùüþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïàðàëëåëî-
ãðàììà ïðåäñòàâëÿòü ðåøåíèÿ ñìåøàííûõ çàäà÷ â ôîðìå, óäîáíîé äëÿ äàëüíåéøåãî
àíàëèçà.

Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì ïåðâóþ ñìåøàííóþ çàäà÷ó äëÿ îäíîìåðíîãî âîëíîâîãî
óðàâíåíèÿ.

Íà çàìûêàíèè Q̄ = [0,∞) × [0, l] îáëàñòè Q = (0,∞) × (0, l) íåçàâèñèìûõ ïåðå-
ìåííûõ x = (x0, x1) ∈ Q ⊂ R2 ðàññìîòðèì âîëíîâîå óðàâíåíèå

(∂2
x0
− a2∂2

x1
)u(x) = f(x), x ∈ Q̄, (1)
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ãäå a2, l � ïîëîæèòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Ê óðàâíåíèþ (1) ïðèñîåäèíÿþòñÿ
óñëîâèÿ Êîøè

u(0, x1) = ϕ(x1), ∂x0u(0, x1) = ψ(x1), x1 ∈ [0, l], (2)

è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà äðóãèõ ÷àñòÿõ ãðàíèöû ∂Q

u(x0, 0)µ(1)(x0), u(x0, l) = µ(2)(x0), x0 ∈ [0, l], (3)

Çäåñü f, ϕ, ψ, µ(j), j = 1, 2, � çàäàííûå ôóíêöèè.
Ñóòü ìåòîäà õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïàðàëëåëîãðàììà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.
1. Ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê â àíàëèòè÷åñêîì âèäå íàõîäèòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è

(1)�(3).
Òåîðåìà.Ïóñòü äëÿ ôóíêöèé çàäà÷è (1) � (3) âûïîëíåíû âêëþ÷åíèÿ ϕ ∈ C2([0, l]),

ψ ∈ C1([0, l]), f ∈ C1(Q̄), µ(j) ∈ C2([0,∞)), j = 1, 2. Åäèíñòâåííîå êëàññè÷åñêîå ðå-
øåíèå èç êëàññà C2(Q̄) äàííîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò â àíàëèòè÷åñêîì âèäå òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ îäíîðîäíûå óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ

µ(1)(0)− ϕ(0) = 0 ψ(0)− dµ(1)(0) = 0, d2µ(1)(0)− a2d2ϕ(0)− f(0, 0) = 0, (4)

µ(2)(0)− ϕ(l) = 0 dµ(2)(0)− ψ(l) = 0, d2µ(2)(0)− a2d2ϕ(l)− f(0, l) = 0, (5)

2. Ñ ïîìîùüþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïàðàëëåëîãðàììà êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà-
÷è (1) � (3) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ôîðìóëû

u((x) = u(A(k)) =
k∑
j=1

(−1)j[u(B(j))− vp(B(j))] +
k∑
j=1

(−1)j[u(C(j))− vp(C(j))]+

+vp(A
(k))− vp(A(1))− u(A(1)), (6)

ãäå A(1) = (x0 − (k − 1)l/a, l − x1), k � ÷åòíîå ÷èñëî, x ∈ Q(k), x = (x0, x1);

u((x) = u(A(k)) =
k∑
j=1

(−1)j[u(B(j))− vp(B(j))] +
k∑
j=1

(−1)j[u(C(j))− vp(C(j))] +

+ vp(A
(k))− vp(A(1)) + u(A(1)), (7)

ãäå A(1) = (x0 − (k − 1)l/a, x1), k � íå÷åòíîå ÷èñëî, x = (x0, x1);

B(j) =

{
(x0 − x1/a− (k − j)l/a, 0), j = k, k − 2, k − 4, . . . ,

(x0 + x1/a− (k − j + 1)l/a, 0), j = k − 1, k − 3, . . . ,

C(j) =

{
(x0 + x1/a− (k − j − 1)l/a, l), j = k, k − 2, k − 4, . . . ,

(x0 − x1/a− (k − j)l/a, l), j = k − 1, k − 3, . . . .

Â ôîðìóëàõ (6)�(7) òî÷êà A(1) ïðèíàäëåæèò ïðÿìîóãîëüíèêó Q(1) = [0, l/a]×[0, l].
Ïðîäîëæàÿ äàëüøå ôîðìóëû (6) è (7) çàêàí÷èâàþòñÿ çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè íà

îòðåçêå {x ∈ Q(1)|x0 = 0, x1 ∈ [0, l]}, ò.å. çàäàííûìè ôóíêöèÿìè ϕ è ψ èç óñëîâèé
Êîøè (2).

Ôîðìóëû (6), (7) óäîáíû äëÿ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(3), ãåî-
ìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè, àíàëèçà ñâÿçåé ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ ñ çàäàííûìè ôóíê-
öèÿìè. Â ÷àñòíîñòè:



20 ¾ÅÐÓÃÈÍÑÊÈÅ ×ÒÅÍÈß�2018¿

� èçó÷àåòñÿ çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ðåøåíèåì è åãî ïðîèçâîäíûìè çàäà÷è (1)�(3) ñ
ïîìîùüþ çàäàííûõ íà ãðàíèöå ∂Q ôóíêöèé;

� óïðàâëåíèå ðåøåíèåì çàäà÷è (1)− (3) ÷åðåç çàäàííûå ôóíêöèè íà íåñêîëüêèõ
ñå÷åíèÿõ îáëàñòè Q;

� èçó÷àåòñÿ çàäà÷à Äèðèõëå â ïðÿìîóãîëüíèêå äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ è ò.ä.
Ìåòîä õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïàðàëëåëîãðàììà ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ äðóãèõ çàäà÷ è

óðàâíåíèé.
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ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÎÅ ÐÅØÅÍÈÅ ÏÅÐÂÎÉ ÑÌÅØÀÍÍÎÉ ÇÀÄÀ×È
ÎÄÍÎÌÅÐÍÎÃÎ ÂÎËÍÎÂÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß
Ñ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÌ ÏÎËÈÍÎÌÎÌ

Â ÃÐÀÍÈ×ÍÛÕ ÓÑËÎÂÈßÕ

Â.È. Êîðçþê, Ñ.Í. Íàóìîâåö

Â çàìûêàíèè Q̄ = [0,∞) × [0, l] îáëàñòè Q = (0,∞) × (0, l) äâóõ íåçàâèñèìûõ
ïåðåìåííûõ x = (x0, x1) ∈ Q̄ ⊂ R2 ðàññìîòðèì îäíîìåðíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå

(∂2
x0
u− a2∂2

x1
u)(x) = f(x), x ∈ Q̄, (1)

ãäå a2, l � ïîëîæèòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Ê óðàâíåíèþ (1) íà íèæíåé ÷àñòè
ãðàíèöû îáëàñòè ïðèñîåäèíÿþòñÿ óñëîâèÿ Êîøè

u(0, x1) = ϕ(x1), ∂x0u(0, x1) = ψ(x1), x1 ∈ [0, l], (2)

è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

u(x0, 0) = µ(1)(x0), P2(∂x1)u(x0, l) = µ(2)(x0), x0 ∈ [0,∞), (3)

ãäå P2(∂x1) � äèôôåðåíöèàëüíûé ïîëèíîì âòîðîãî ïîðÿäêà îò ïðîèçâîäíîé îïåðàòî-
ðà ïðîèçâîäíîé ∂x1 .
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Çäåñü f : Q̄ 3 x → f(x) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ íà Q̄, ϕ : [0, l] 3 x1 → ϕ(x1) ∈ R,
ψ : [0, l] 3 x1 → ψ(x1) ∈ R � ôóíêöèè íà [0, l], µ(j) : [0,∞) 3 x0 → µ(j)(x0) ∈ R,
j = 1, 2, � çàäàííûå ôóíêöèè íà [0,∞).

Â àíàëèòè÷åñêîì âèäå ñòðîèòñÿ êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3) è âûïèñû-
âàþòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà çàäàííûå ôóíêöèè â óñëîâèÿõ ýòîé
çàäà÷è â òî÷êàõ (0, 0) è (0, l), ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå èçó÷àåìîé çàäà÷è.
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ÏÅÐÂÀß ÑÌÅØÀÍÍÀß ÇÀÄÀ×À
ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÊËÅÉÍÀ � ÃÎÐÄÎÍÀ � ÔÎÊÀ

Ñ ÍÅÎÄÍÎÐÎÄÍÛÌÈ ÓÑËÎÂÈßÌÈ ÑÎÃËÀÑÎÂÀÍÈß

Â.È. Êîðçþê, È.È. Ñòîëÿð÷óê

Â îáëàñòè Q = (0,+∞)×(0, l) çàäàåòñÿ îäíîìåðíîå óðàâíåíèå Êëåéíà � Ãîðäîíà �
Ôîêà

∂2
t u− a2∂2

xu− λ(t, x)u = f(t, x), (1)

ãäå λ è f � ôóíêöèè, çàäàííûå íà ìíîæåñòâå Q = [0, l]× R+ ⊂ R2 = R× R è R �
ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

Ê óðàâíåíèþ (1) ïðèñîåäèíÿþòñÿ íà÷àëüíûå

u(0, x) = ϕ(x), ∂tu(0, x) = ψ(x), x ∈ [0, l], (2)

è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

u(t, 0) = µ(0)(t), u(t, l) = µ(l)(t), t ∈ [0,∞). (3)

Ðàññìîòðèì îáëàñòü Q̃={(t, x) ∈ Q : x+at 6= (k+1)l∧x−at 6= −kl, k=0, 1, 2, . . . }.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû âêëþ÷åíèÿ λ, f ∈ C1(Q), µ(0) ∈ C2([0 +∞)), µ(l) ∈

∈ C2([0,+∞)), ϕ ∈ C2([0, l]), ψ ∈ C1([0, l]). Ðåøåíèå çàäà÷è (1) � (3), óäîâëåòâîðÿ-
þùåå óñëîâèÿì ñîïðÿæåíèÿ

[(u)+ − (u)−](t, x = at− kl) = σ
(k)
0 ,

[(∂xu)+ − (∂xu)−](t, x = at− kl) = σ
(k)
1 −

σ
(k)
0

4a2

−kl+2at∫
kl

λ

(
η + kl

2a
,
η − kl

2

)
dη,

[(∂2
xu)+ − (∂2

xu)−](t, x = at− kl) = σ
(k)
2 +

σ
(k)
1

4a2

kl∫
−kl+2at

λ

(
η + kl

2a
,
η − kl

2

)
dη +
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+
σ

(k)
0

2a2

( kl∫
−kl+2at

1

4
∂xλ

(
η + kl

2a
,
η − kl

2

)
− 1

4a
∂tλ

(
η + kl

2a
,
η − kl

2

)
−

− 1

8a2

2aη−kl∫
kl

λ

(
η1+kl

2a
,
η1−kl

2

)
dη1λ

(
η+kl

2a
,
η−kl

2

)
dη+λ

(
kl

a
, 0

)
−λ(t,−kl+ at)

)
, j=1, 3,

[(u)+ − (u)−](t, x = (k + 1)l − at) = δ
(k)
0 ,

[(∂xu)+− (∂xu)−](t, x = (k+ 1)l−at) = δ
(k)
1 +

δ
(k)
0

4a2

−(k−1)l∫
(k+1)l−2at

λ

(
(k + 1)l − ξ

2a
,
(k + 1)l + ξ

2

)
dξ,

[(∂2
xu)+−(∂2

xu)−](t, x = (k+1)l−at) = δ
(k)
2 +

δ
(k)
1

4a2

−(k−1)l∫
(k+1)l−2at

λ

(
(k + 1)l − ξ

2a
,
(k + 1)l + ξ

2

)
dξ+

+
δ

(k)
0

2a2

( −(k−1)l∫
(k+1)l−2at

1

4
∂xλ

(
(k + 1)l − ξ

2a
,
(k + 1)l + ξ

2

)
+

1

4a
∂tλ

(
(k + 1)l − ξ

2a
,
(k + 1)l + ξ

2

)
+

+
1

8a2

−(k−1)l∫
(k+1)l−2aξ

λ

(
(k + 1)l − ξ1

2a
,
(k + 1)l + ξ1

2

)
dξ1λ

(
(k + 1)l − ξ

2a
,
(k + 1)l + ξ

2

)
dξ +

+ λ

(
kl

a
, l

)
− λ(t, (k + 1)l − at)

)
, i = 1, 2, t ∈ [kl/a, (k + 1)l/a],

ãäå êîýôôèöèåíòû δ
(k)
i , σ

(k)
i , i = 0, 2 âûðàæàþòñÿ ëèíåéíûì îáðàçîì ÷åðåç δ

(k−1)
i ,

σ
(k−1)
i , i = 0, 2, k = 1, 2, . . . , a ïîä âûðàæåíèåì (·)± ïîíèìàþòñÿ ïðåäåëüíûå çíà÷å-

íèÿ ôóíêöèè u(t, x) è åå ïðîèçâîäíûõ ñ ðàçíûõ ñòîðîí õàðàêòåðèñòèê x− at = −kl,
x+ at = (k + 1)l, à èìåííî

(∂pxu)±(t, x = at− kl) = lim
∆x→+0

∂pxu(t, x±∆x = at− kl),

(∂pxu)±(t, x = (k + 1)l − at) = lim
∆x→+0

∂pxu(t, x±∆x = (k + 1)l − at), p = 0, 2,

ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è (1)�(3) â îáëàñòè Q̃ òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû íåîäíîðîäíûå óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ

µ(0)(0)− ϕ(0) = σ
(0)
0 , µ(l)(0)− ϕ(l) = δ

(0)
0 ,

−1

a
dµ(0)(0) +

1

a
ψ(0) = σ

(0)
1 ,

1

a
dµ(l)(0)− 1

a
ψ(l) = δ

(0)
1 ,

1

a2
d2µ(0)(0)− d2ϕ(0)− 1

a2
(λ(0, 0)ϕ(0) + f(0, 0)) = σ

(0)
2 ,

1

a2
d2µ(l)(0)− d2ϕ(l)− 1

a2
(λ(0, l)ϕ(l) + f(0, l)) = δ

(0)
2 .
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ÌÍÎÃÎÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÅ ÐÅØÅÍÈß ËÈÍÅÉÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ
Ñ De -ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÌ È ÏÎÑÒÎßÍÍÎÉ ÍÀ ÄÈÀÃÎÍÀËÈ ÌÀÒÐÈÖÅÉ

À.À. Êóëüæóìèåâà, Æ.À. Ñàðòàáàíîâ

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé

Dex = A(σ)x+ f(τ, t, σ) (1)

ñ îïåðàòîðîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ De = ∂/∂τ+〈e, ∂/∂t〉 ïî íàïðàâëåíèþ ãëàâíîé äèà-
ãîíàëè t = eτ ïðîñòðàíñòâà ïåðåìåííûõ τ ∈ (−∞,+∞) = R, t = (t1, . . . , tm) ∈ R×. . .
. . . × R = Rm, ãäå e = (1, . . . , 1) � m -âåêòîð, 〈e, ∂/∂t〉 � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
âåêòîðîâ e è ∂/∂t = (∂/∂t1, . . . , ∂/∂tm); A(σ) � n -ìàòðèöà âåêòîð ïåðåìåííîé σ =
= t − eτ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ ω -ïåðèîäè÷íîñòè è ãëàäêîñòè ïîðÿäêà e ïî
σ ∈ Rm :

A(σ + qω) = A(σ) ∈ C(e)
σ (Rm), q ∈ Zm, (2)

qω = (q1ω1, . . . , qmωm), q = (q1, . . . , qm) � öåëî÷èñëåííûé âåêòîð èçìåíÿþùèéñÿ â Zm,
ω = (ω1, . . . , ωm) � âåêòîð-ïåðèîä ñ ïîëîæèòåëüíûìè ïîñòîÿííûìè êîìïîíåíòàìè;
f(τ, t, σ) � n -âåêòîð-ôóíêöèÿ, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì

f(τ + θ, t+ qω, σ + pω) = f(τ, t, σ) ∈ C(0,e,e)
τ,t,σ (R× Rm × Rm), p, q ∈ Zm, (3)

θ � const>0, θ, ω1, .. ., ωm � ðàöèîíàëüíî íåñîèçìåðèìûå.
Èññëåäóåòñÿ çàäà÷à î ñóùåñòâîâàíèè (θ, ω, ω) -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñèñòåìû (1)

ïî (τ, t, σ) ∈ R× Rm × Rm.
Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ñèñòåìû (1) ïåðåìåííûé âåêòîð σ = t − eτ âåäåò ñåáÿ êàê

ïàðàìåòð. Â ñâÿçè ñ ýòèì äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λj(σ), j = 1, n ìàòðèöû A(σ)
ïðåäïîëîæèì âûïîëíåííûìè ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

1◦. Íåïðåðûâíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè: λj(σ) ∈ C(e)
σ (Rm), j = 1, n.

2◦. Ïåðèîäè÷íîñòè: λj(σ + kω) = λj(σ), j = 1, n, σ ∈ Rm, k ∈ Zm.
3◦. Çíàêîîïðåäåëåííîñòè: λj(σ), ∀σ ∈ Rm äëÿ êàæäîãî j = 1, n : à) ëèáî λj(σ) <

< 0; á) ëèáî λj(σ) = 0; â) ëèáî λj(σ) > 0.
4◦. Ðàçäåëåííîñòè: à) ëèáî λj(σ) 6= λl(σ), äëÿ âñåõ σ ∈ Rm, j 6= l; á) ëèáî λj(σ) =

= λl(σ), äëÿ âñåõ σ ∈ Rm, j 6= l, ò.å. ïðè êàæäîì çíà÷åíèè j ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå
λj(σ) èìååò ïîñòîÿííóþ äëÿ âñåõ σ ∈ Rm êðàòíîñòü kj = const.

5◦. Êàæäîå èç ìíîæåñòâ {Reλj(σ)} è {Imλj(σ)} îáëàäàåò ñâîéñòâàìè 1◦ � 4◦.
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Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ â [1] äîêàçàíà òåîðåìà î ïðèâîäèìîñòè îäíîðîäíîé ñèñòåìû

Dex = A(σ)x (4)

ê ñèñòåìå
Dey = J(σ)y (5)

ñ æîðäàíîâîé ìàòðèöåé J(σ) = diag [J1(σ), . . . , Jr(σ)] ñ æîðäàíîâûìè êëåòêàìè

Jj(σ + qω) = Jj(σ) ∈ C(e)
σ (Rm), j = 1, r, q ∈ Zm (6)

íà îñíîâå íåîñîáåííîé ëèíåéíîé çàìåíû

x = L(σ)y, detL(σ) 6= 0, L(σ + qω) = L(σ) ∈ C(e)
σ (Rm), q ∈ Zm. (7)

Òîãäà ñòðóêòóðà ðåøåíèé ñèñòåìû (4), ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìû (1) àíàëîãè÷íà
ñòðóêòóðå ðåøåíèé â ñëó÷àå ïîñòîÿííûõ êîýôôèöèåíòîâ, íî ñïåêòð ìàòðèöû A(σ)
çàâèñèò îò σ = t− eτ ∈ Rm è ìíîãîïåðèîäè÷åí ñ ïåðèîäîì ω.

Î÷åâèäíî, ÷òî îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà (4) â ñèëó (2) è (5)�(7) äîïóñêàåò ïåðèîäè÷å-
ñêîå ïî τ ðåøåíèå, åñëè ñðåäè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λj(σ) = αj(σ) + iβj(σ), j = 1, n,
èìåþòñÿ çíà÷åíèÿ ñ äåéñòâèòåëüíûìè ÷àñòÿìè ðàâíûìè íóëþ, ïðè÷åì ïåðèîä ω0 ÿâ-

ëÿåòñÿ ω -ïåðèîäè÷åñêîé ïåðåìåííîé σ : ω0(σ + qω) = ω0(σ) ∈ C(e)
σ (Rm), q ∈ Zm.

Åñëè ñïåêòð ìàòðèöû A(σ) íå ñîäåðæèò òàêîâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé:

Reλj(σ) = αj(σ) 6= 0, σ ∈ Rm, j = 1, n, (8)

òî ñèñòåìà (4) íå èìååò ìíîãîïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé, êðîìå òðèâèàëüíîãî.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà (1) ïðè óñëîâèÿõ (2), (3), 1◦ � 5◦ è (8) èìååò åäèíñòâåííîå

(θ, ω, ω) -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå x∗(τ, t, σ) =
∫ +∞
−∞ G(s, τ, σ)f(s, t − eτ + es, σ) ds, ãäå

G(s, τ, σ) � ìàòðèöà Ãðèíà ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.
Çàìåòèì, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà êâàçèëèíåéíûé ñëó÷àé.
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ÃËÎÁÀËÜÍÀß ÒÅÎÐÅÌÀ ÊÎÐÐÅÊÒÍÎÑÒÈ ÏÅÐÂÎÉ
ÑÌÅØÀÍÍÎÉ ÇÀÄÀ×È ÄËß ÌÎÄÅËÜÍÎÃÎ ÎÁÙÅÃÎ

ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÊÎËÅÁÀÍÈÉ ÏÎËÓÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÎÉ ÑÒÐÓÍÛ

Ô.Å. Ëîìîâöåâ

Áåç ïðîäîëæåíèé èñõîäíûõ äàííûõ ìîäèôèêàöèåé ìåòîäà õàðàêòåðèñòèê (ðàñïðî-
ñòðàíÿþùèõñÿ âîëí) âî ìíîæåñòâå êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé èçó÷åíà êîððåêòíîñòü ñìå-
øàííîé çàäà÷è

(∂t − a2∂x)(∂t + a1∂x)û(x, t) = f̂(x, t), {x, t} ∈ G∞ = [0,∞[×[0,∞[, (1)

û|t=0 = ϕ̂(x), ∂tû|t=0 = ψ̂(x), x > 0, (2)

û|x=0 = µ̂(t), t > 0, (3)
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Çäåñü ñèìâîëû ∂t = ∂/∂t, ∂x = ∂/∂x � ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, a1 > 0, a2 > 0 �

ñêîðîñòè ïðÿìîé âîëíû è îáðàòíîé âîëíû è ôóíêöèè f̂ , ϕ̂, ψ̂, µ̂ � èñõîäíûå äàííûå
çàäà÷è.

Ïóñòü Ck(Ω) � ìíîæåñòâî k ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íà
ìíîæåñòâå Ω, C(Ω) � ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà Ω ⊂ R2 è R2 � ïëîñêîñòü
ïåðåìåííûõ x è t.

Äëÿ èçó÷åíèÿ êîððåêòíîñòè (ïî Àäàìàðó: ñóùåñòâîâàíèå, åäèíñòâåííîñòü è óñòîé-
÷èâîñòü ïî èñõîäíûì äàííûì çàäà÷è) ïåðâîé ñìåøàííîé çàäà÷è â êëàññè÷åñêèõ ðå-
øåíèÿõ û ∈ C2(G∞) èñïîëüçóþòñÿ ÷àñòíûå êëàññè÷åñêèå ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ (1):

F̂0(x, t) =
1

a1 + a2

t∫
0

x+a2(t−τ)∫
x−a1(t−τ)

f̂(s, τ) ds dτ, ti(x) =
a1 + ai
a1 + a2

(
t− x

a1

)
,

F̂i(x, t) =
1

a1 + a2

[ ti(x)∫
0

x+a2(t−τ)∫
ai(t−x/a1)−a2τ

f̂(s, τ) ds dτ +

t∫
ti(x)

x+a2(t−τ)∫
x−a1(t−τ)

f̂(s, τ) ds dτ

]
, i = 1, 2,

îáëàäàþùèå ìèíèìàëüíîé ãëàäêîñòüþ ïðàâîé ÷àñòè f̂ íà G+, ò.å. íàä êðèòè÷åñêîé

õàðàêòåðèñòèêîé x = a1t óðàâíåíèÿ (1). Ðåøåíèÿ F̂1 è F̂2 íà G+ âû÷èñëåíû â [1] ñ

ïîìîùüþ êîððåêòèðóþùåé çàäà÷è Ãóðñà èç ïðîáíîãî ðåøåíèÿ âèäà F̂0 ñ ìîäóëåì |s|
âìåñòî s ïîä èíòåãðàëîì.

Òåîðåìà 1. Ïåðâàÿ ñìåøàííàÿ çàäà÷à (1) � (3) â îáëàñòè

G− = {{x, t} ∈ G∞ : x > a1t, t > 0}

èìååò åäèíñòâåííîå óñòîé÷èâîå ïî ϕ̂, ψ̂, f̂ êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå

û−(x, t)=
1

a1+a2

[
a1ϕ̂(x+a2t) +a2ϕ̂(x−a1t) +

x+a2t∫
x−a1t

ψ̂(α)dα

]
+ F̂0(x, t), {x, t} ∈ G−, (4)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ òðåáîâàíèÿ ãëàäêîñòè

ϕ̂ ∈ C2[0,∞[, ψ̂ ∈ C1[0,∞[, f̂ ∈ C(G−),

t∫
0

f̂(x+ (−1)pap(t− τ), τ) dτ ∈ C1(G−), p = 1, 2. (5)

Åñëè êîýôôèöèåíòû (−1)i(a2 − a1) > 0, òî íà ìíîæåñòâå

G+ = {{x, t} ∈ G∞ : x 6 a1t, x > 0}

ïåðâàÿ ñìåøàííàÿ çàäà÷à (1) � (3) èìååò åäèíñòâåííîå óñòîé÷èâîå ïî ϕ̂, ψ̂, µ̂, f̂ êëàñ-
ñè÷åñêîå ðåøåíèå

û
(i)
+ (x, t) =

1

a1 + a2

[
a1ϕ̂(a2t+ x)− a1ϕ̂

(
a2

(
t− x

a1

))
+

a2t+x∫
a2(t−x/a1)

ψ̂(α) dα

]
+
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+ µ̂

(
t− x

a1

)
+ F̂i(x, t)− F̂i

(
0, t− x

a1

)
, {x, t} ∈ G+, (6)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåðíû òðåáîâàíèÿ ãëàäêîñòè

ϕ̂ ∈ C2[0,∞[, ψ̂ ∈ C1[0,∞[, µ̂ ∈ C2[0,∞[, f̂ ∈ C(G∞),

t∫
0

f̂(x+ a2(t− τ), τ) dτ ∈ C1(G+), (7)

ai

ti(x)∫
0

f̂

(
ai

(
t− x

a1

)
− a2τ, τ

)
dτ − a1

t∫
ti(x)

f̂(x− a1(t− τ), τ) dτ ∈C1(G+), i=1, 2, (8)

è òðè óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ

ϕ̂(0) = µ̂(0), ψ̂(0) = µ̂′(0), f̂(0, 0) + (a2 − a1)ψ̂′(0) + a1a2ϕ̂
′′(0) = µ̂′′(0). (9)

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü f̂ óðàâíåíèÿ (1) çàâèñèò òîëüêî îò x èëè t,
òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1 âåðíî áåç èíòåãðàëüíûõ òðåáîâàíèé ãëàäêîñòè â (5),
(7), (8).

Çàìå÷àíèå 1. Â òåîðåìå 1 ôóíêöèè û
(1)
+ è û

(2)
+ ÿâëÿþòñÿ äâóìÿ ïðåäñòàâëåíèÿìè

îäíîãî è òîãî æå êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ û ∈ C2(G∞) ïåðâîé ñìåøàííîé çàäà÷è (1)�

(3) íà G+, òàê êàê âèäíî, ÷òî û
(1)
+ = û

(2)
+ íà G+. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî â òðåáîâàíèÿõ

ãëàäêîñòè (5), (7), (8) íà f̂ ïðèíàäëåæíîñòè èíòåãðàëîâ ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâó
C1(G−) è C1(G+) ýêâèâàëåíòíû èõ ïðèíàäëåæíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèì ìíîæåñòâàì
C(0,1)(G−) èëè C(1,0)(G−) è C(0,1)(G+) èëè C(1,0)(G+) (ñì. çàìå÷àíèå 2.1 â äèññåð-
òàöèè [2]). Çäåñü C(0,1)(Ω) (C(1,0)(Ω)) � ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ (íåïðåðûâ-
íî äèôôåðåíöèðóåìûõ) ïî x è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ (íåïðåðûâíûõ) ïî t
ôóíêöèé íà ïîäìíîæåñòâå Ω ⊂ R2. Â ñëó÷àå a1 = a2 = a > 0 ôîðìóëà (4) ñîâïàäàåò
ñ èçâåñòíîé ôîðìóëîé Äàëàìáåðà (Ýéëåðà) [3], à ðåøåíèå (6) è óñëîâèÿ (7)�(9) � ñ
ðåøåíèåì è óñëîâèÿìè êîððåêòíîñòè ïåðâîé ñìåøàííîé çàäà÷è â çàìå÷àíèè 2.4 èç
ðàáîòû [2].

Çàìå÷àíèå 2. Ãëîáàëüíîñòü òåîðåìû 1 ïîíèìàåòñÿ â áóêâàëüíîì ñìûñëå, êàê ñà-
ìàÿ îáùàÿ òåîðåìà ñ íàèáîëåå ñëàáûìè ïðåäïîëîæåíèÿìè íà èñõîäíûå äàííûå (ïðà-
âóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ, íà÷àëüíûå äàííûå è ãðàíè÷íîå äàííîå) ïåðâîé ñìåøàííîé çàäà-
÷è (1)�(3). Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ãëîáàëüíûõ (îáùèõ) òåîðåì äëÿ ñìåøàííûõ çàäà÷
äîêàçàíà â ðàáîòå [4]. Ãëîáàëüíîñòü îáåñïå÷èâàåòñÿ òåì, ÷òî èñõîäíûå äàííûå çàäà÷è
íå ïðîäîëæàþòñÿ âíå ìíîæåñòâ èõ èñêîííîãî çàäàíèÿ è äîñòàòî÷íûå ïðåäïîëîæåíèÿ
íà ýòè äàííûå ñîâïàäàþò ñ íåîáõîäèìûìè (ìèíèìàëüíî âîçìîæíûìè) ïðåäïîëîæåíè-
ÿìè, ãàðàíòèðóþùèìè åå îäíîçíà÷íóþ è óñòîé÷èâóþ âåçäå ðàçðåøèìîñòü. Òåîðåìû,
ïîëó÷åííûå ïðîäîëæåíèåì âñåõ èëè ÷àñòè èñõîäíûõ äàííûõ ñìåøàííûõ çàäà÷, ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé ëîêàëüíûå (÷àñòíûå) òåîðåìû â ñìûñëå ðàáîòû [4], ïîòîìó ÷òî îíè
ñîäåðæàò ëèøü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ èõ êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé.
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ÐÅØÅÍÈß ÑÌÅØÀÍÍÎÉ ÇÀÄÀ×È
ÄËß ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÎÉ ÏÐÀÂÎÉ ×ÀÑÒÈ ÎÁÙÅÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

ÊÎËÅÁÀÍÈÉ ÏÎËÓÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÎÉ ÑÒÐÓÍÛ
ÏÐÈ ÍÅÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÛÕ ÍÅÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ
ÂÒÎÐÛÕ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÕ Â ÃÐÀÍÈ×ÍÎÌ ÓÑËÎÂÈÈ

Â.Â. Ëûñåíêî, Ô.Å. Ëîìîâöåâ

Ðåøåíà è èññëåäîâàíà îäíîçíà÷íàÿ óñòîé÷èâàÿ âåçäå ðàçðåøèìîñòü ñìåøàííîé çà-
äà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ ñ íåïðåðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ, çàâèñÿùåé òîëüêî îò ïåðåìåííîé
x èëè t :

(∂t − a2∂x + b2)(∂t + a1∂x + b1)u(x, t) = f̆(x ∨ t), (x, t) ∈ G∞ = [0,∞[×[0,∞[, (1)

u|t=0 = ϕ(x), ut|t=0 = ψ(x), x > 0, (2)

[Γ(t)u]|x=0 ≡ [ζ(t)utt+ ξ(t)uxt+ θ(t)uxx+α(t)ut+β(t)ux+γ(t)u]|x=0 = µ(t), t > 0, (3)

ãäå a1 > 0, a2 > 0, b1, b2 ∈]−∞,+∞[ è f̆(x ∨ t) = f(x) èëè f̆(x ∨ t) = f(t).
Ïåðâàÿ ÷åòâåðòü ïëîñêîñòè G∞ äåëèòñÿ êðèòè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêîé x = a1t íà

äâà ìíîæåñòâà G−={(x, t)∈G∞ : x>a1t, t>0} è G+ ={(x, t)∈G∞ : x6a1t, x>0}.
Ïóñòü Ck(Ω) � ìíîæåñòâî âñåõ k ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íà
Ω, C0(Ω) = C(Ω).

Òåîðåìà 1.Ïóñòü êîýôôèöèåíòû ζ, ξ, θ, α, β, γ∈C[0,∞[, a2
1ζ(t)− a1ξ(t) + θ(t) 6=0,

t ∈ [0,∞[, è ñóùåñòâóåò ðåøåíèå v ∈ C2[0,∞[, v(ρ) 6= 0, v′(ρ) 6= 0, ρ ∈ [0,∞[,
óðàâíåíèÿ

[a2
1ζ(ρ/a1)− a1ξ(ρ/a1) + θ(ρ/a1)]v′′(ρ) + [−2a1b1ζ(ρ/a1) + b1ξ(ρ/a1) +

+ a1α(ρ/a1)− β(ρ/a1)]v′(ρ) + b2
1ζ(ρ/a1)− b1α(ρ/a1) + γ(ρ/a1)]v(ρ) = 0. (4)

Çàäà÷à (1) � (3) â G− èìååò åäèíñòâåííîå óñòîé÷èâîå ïî ϕ, ψ, f̆ êëàññè÷åñêîå ðå-
øåíèå

u−(x, t) =
1

a1 + a2

{
a1e
−b2tϕ(x+ a2t) + a2e

−b1tϕ(x− a1t)+

+

x+a2t∫
x−a1t

eB(x−s)−At [Aϕ(s) + ψ(s)] ds+

t∫
0

eA(τ−t)

x+a2(t−τ)∫
x−a1(t−τ)

eB(x−s)f̆(s ∨ τ) ds dτ

}
(5)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ òðåáîâàíèÿ ãëàäêîñòè

ϕ ∈ C2[0,∞[, ψ ∈ C1[0,∞[, f̆ ∈ C[0,∞[. (6)
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Åñëè (−1)i(a2 − a1) > 0, òî çàäà÷à (1) � (3) íà G+ èìååò åäèíñòâåííîå óñòîé-
÷èâîå ðåøåíèå

u
(i)
+ (x, t) = e−b2tΦ(x, t) + e−b1tv(a1t− x)

{ t−x/a1∫
0

1

v2(a1%)

%∫
0

a2
1e
b1τχ(%, τ)v(a1τ)Pi(τ)

a2
1ζ(τ)− a1ξ(τ) + θ(τ)

dτ d%+

+
a1v(0)[b2ϕ(0) + ψ(0)− a2ϕ

′(0)]

a1 + a2

t−x/a1∫
0

χ(s, 0)

v2(a1s)
ds

}
+ Fi(x, t), i = 1, 2,

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ òðåáîâàíèÿ ãëàäêîñòè (6), µ ∈ C[0,∞[
è óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ ãðàíè÷íîãî ðåæèìà (3) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (2) è óðàâ-
íåíèåì (1) :

ζ(0)[f̆(0∨ 0) + (a2− a1)ψ′(0) + a1a2ϕ
′′(0)− (b1 + b2)ψ(0) + (a2b1− a1b2)ϕ′(0)− b1b2ϕ(0)]+

+ξ(0)ψ′(0) + θ(0)ϕ′′(0) + α(0)ψ(0) + β(0)ϕ′(0) + γ(0)ϕ(0) = µ(0).

Çäåñü ïîñòîÿííûå A = (a1b2 + a2b1)/(a1 + a2), B = (b2 − b1)/(a1 + a2) è ôóíêöèè

Φ(x, t) =
1

a1 + a2

{
a1ϕ(x+ a2t) + a2e

B(x+a2t)ϕ(0) +

x+a2t∫
0

eB(x+a2t−s)[Aϕ(s) + ψ(s)] ds

}
,

Fi(x, t) =
eBx−At

a1 + a2

[ ti(x)∫
0

x+a2(t−τ)∫
ait2(x)−a2τ

eAτ−Bsf̆(s ∨ τ) ds′mdτ +

t∫
ti(x)

x+a2(t−τ)∫
x−a1(t−τ)

eAτ−Bsf̆(s ∨ τ) ds dτ

]
,

Pi(t) = µ(t)− [Γ(t)(e−b2tΦ(x, t) + Fi(x, t))]|x=0, ti(x) =
a1 + ai
a1 + a2

(
t− x

a1

)
,

χ(a, b) = exp

{
− a1

b∫
a

σ(s) ds

}
, σ(t) =

2a1b1ζ(t)− b1ξ(t)− a1α(t) + β(t)

a2
1ζ(t)− a1ξ(t) + θ(t)

.

Çàìå÷àíèå. Â óðàâíåíèè (1) äâà äèôôåðåíöèàëüíûõ ìíîæèòåëÿ êîììóòèðóþò è

óæå äàæå ïîýòîìó ðåøåíèÿ u
(1)
+ = u

(2)
+ íà G+. Êîãäà êîýôôèöèåíòû â óñëîâèè (3)

íå çàâèñÿò îò t, òîãäà îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà
(4) ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè âñåãäà èìååò ÷àñòíîå ðåøåíèå â âèäå ýêñïîíåí-
òû v(ρ) = eλρ ∈ C2[0,∞[, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì: v(ρ) 6= 0, v′(ρ) 6= 0,
ρ ∈ [0,∞[, èç òåîðåìû 1, è íå òîëüêî â ñëó÷àå ïðîñòûõ âåùåñòâåííûõ õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèõ êîðíåé λ 6= 0 óðàâíåíèÿ (4). Êîãäà êîýôôèöèåíòû óñëîâèÿ (3) çàâèñÿò îò
t, òîãäà äëÿ íåêîòîðûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (4) ñóùåñòâó-
þò èçâåñòíûå ôóíêöèè ×åáûøåâà � Ýðìèòà è ×åáûøåâà-Ëàãåððà [1], êîòîðûå òàêæå
óäîâëåòâîðÿþò ýòèì ñâîéñòâàì. Â ñëó÷àå a1 = a2 = a > 0, b1 = b2 = 0 ôîðìóëà
(5) ñîâïàäàåò ñ èçâåñòíîé ôîðìóëîé Äàëàìáåðà (Ýéëåðà) [1], à òðåáîâàíèÿ ãëàäêîñòè
(6) � ñ òðåáîâàíèÿìè ãëàäêîñòè èç çàìå÷àíèÿ 2.1 â [2] äëÿ ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1),
çàâèñÿùåé îò x èëè t. ×àñòíûå ðåøåíèÿ F1 è F2 íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1) âçÿòû
èç [3]. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ζ = ξ = 0 îäíîçíà÷íàÿ è óñòîé÷èâàÿ âåçäå ðàçðåøèìîñòü
çàäà÷è (1)�(3) èçó÷åíà â [4].
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ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÎÅ ÐÅØÅÍÈÅ ÎÄÍÎÃÎ ÌÍÎÃÎÌÅÐÍÎÃÎ
ÂÛÐÎÆÄÀÞÙÅÃÎÑß B -ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

ÏÅÐÂÎÃÎ ÐÎÄÀ

À.Ì. Íèãìåäçÿíîâà

Ïóñòü E+
n � ïîëóïðîñòðàíñòâî xn > 0 n -ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà òî÷åê

x = (x1, x2, . . . , xn), D � êîíå÷íàÿ îáëàñòü â E+
n , îãðàíè÷åííàÿ îòêðûòîé ÷àñòüþ Γ0

ãèïåðïëîñêîñòè xn = 0 è ãèïåðïîâåðõíîñòüþ Γ.
Ðàññìîòðèì ìíîãîìåðíîå âûðîæäàþùååñÿ B -ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíåíèå ïåðâîãî

ðîäà âèäà:

LB[u(x)] = xmn

(
∆xpu+

n−1∑
j=p+1

Bxju

)
+
∂2u

∂x2
n

= 0, (1)

ãäå ∆xp =
∑p

i=1 ∂
2/∂x2

i , Bxj =
∂2

∂x2
j

+
kj
xj

∂

∂xj
� îïåðàòîð Áåññåëÿ, m > 0, kj > 0 �

ïîñòîÿííûå ÷èñëà, n > 3.
Òåðìèí ¾B -ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíåíèå¿ áûë ââåäåí È.À. Êèïðèÿíîâûì è îçíà÷à-

åò óðàâíåíèå ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà, â êîòîðîì ïî îäíîé èëè íåñêîëüêèì ïåðåìåííûì
äåéñòâóåò îïåðàòîð Áåññåëÿ

By =
∂2

∂y2
+
k

y

∂

∂y
, k > 0.

Íåîáõîäèìîñòü èññëåäîâàíèÿ âûðîæäàþùèõñÿ B -ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé îáó-
ñëîâëåíà èõ ìíîãî÷èñëåííûìè ïðèëîæåíèÿìè. Èìååòñÿ çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî ðàáîò,
ïîñâÿùåííûõ èññëåäîâàíèþ çàäà÷ äëÿ áîëåå ïðîñòûõ âûðîæäàþùèõñÿ ýëëèïòè÷åñêèõ
óðàâíåíèé ïåðâîãî ðîäà (ñì, íàïðèìåð, [1�4]).

Â ðàáîòå íàéäåíî ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ñ îñîáåííîñòüþ â ïðî-
èçâîëüíîé òî÷êå x0 ∈ E+

n :

E(x;x0) = aCk
Γ(2− 2β)

∑n−1
j=p+1 Γ(kj/2)Γ((p− 2)/2)(m+ 2)2β

Γ(1− β)Γ(γ/2− β)24β+1
(xpxp0)−m/4 ×

×
n−1∏
j=n−p

(xjxj,0)−kj/2ρ2−p
xx0

+ E∗(x;x0),
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ãäå

C−1
k =

n−1∏
j=p+1

(√
πΓ

(
kj
2

)
Γ−1

(
kj + 1

2

))
, β =

m

2(m+ 2)
, γ = p+

n−1∑
j=n−p

kj,

ρ2
xx0

=
n−1∑
i=1

(xi − xi0)2 +
4

(m+ 2)2
(x(m+2)/2

n − x(m+2)/2
n0 )2,

E∗(x;x0) � ðåãóëÿðíàÿ â òî÷êå x0 ôóíêöèÿ.
Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè

ñâîéñòâàìè:
E(ξ;x) = o(1) ïðè xp → 0,

∂E(ξ;x)

∂xp
= o(1) ïðè ξp → 0,

∂E(ξ;x)

∂xp
= O(1) ïðè xp → 0,

E(x;x0) = O((ρ2
xx0

)−(γ−2)/2−(m+4)/(2m+4)) ïðè |x| → ∞,

A[E(x;x0)] = O((ρ2
xx0

)−γ/2−(m+4)/(2m+4)) ïðè |x| → ∞,

ãäå A[·] = ξmn
∑n−1

i=1 cos(n, ξi)
∂
∂ξi

+ cos(n, ξn) ∂
∂ξn

� êîíîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ, n �
âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ãðàíèöå Γ.
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ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ ÐÀÇÐÓØÅÍÈß ÐÅØÅÍÈÉ
ÄËß ÑÈÑÒÅÌÛ ÏÎËÓËÈÍÅÉÍÛÕ ÏÀÐÀÁÎËÈ×ÅÑÊÈÕ
ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ Ñ ÍÅËÈÍÅÉÍÛÌÈ ÍÅËÎÊÀËÜÍÛÌÈ

ÃÐÀÍÈ×ÍÛÌÈ ÓÑËÎÂÈßÌÈ

À.È. Íèêèòèí

Ðàññìîòðèì íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ñèñòåìû ïîëóëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ
óðàâíåíèé ñ íåëèíåéíûìè íåëîêàëüíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè:

ut = 4u+ c1(x, t)vp, vt = 4v + c2(x, t)uq, x ∈ Ω, t > 0,
∂u

∂ν
=

∫
Ω

k1(x, y, t)um(y, t) dy, x ∈ ∂Ω, t > 0,

∂v

∂ν
=

∫
Ω

k2(x, y, t)vn(y, t) dy, x ∈ ∂Ω, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x), x ∈ Ω,

(1)

ãäå p, q,m, n � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â RN (N > 1)
ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω, ν � åäèíè÷íàÿ âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ∂Ω.
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Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ çàäà÷è (1) âûïîëíåíî ñëåäóþùåå:

ci(x, t) ∈ Cα
loc(Ω× [0,+∞)), 0 < α < 1, ci(x, t) > 0, i = 1, 2;

ki(x, y, t) ∈ C(∂Ω× Ω× [0,+∞)), ki(x, y, t) > 0, i = 1, 2;

u0(x), v0(x) ∈ C1(Ω), u0(x) > 0, v0(x) > 0 â Ω;

∂u0(x)

∂ν
=

∫
Ω

k1(x, y, t)um0 (y) dy,
∂v0(x)

∂ν
=

∫
Ω

k2(x, y, t)vn0 (y) dy íà ∂Ω.

Îïðåäåëåíèå. Òî÷êó x0 ∈ Ω áóäåì íàçûâàòü òî÷êîé ðàçðóøåíèÿ ðåøåíèÿ (u, v)
çàäà÷è (1) â Ω×(0, T ∗), åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {(xn, tn)}, xn ∈ Ω, tn <
< T ∗, (xn, tn) → (x0, T

∗) ïðè n → ∞ è lim
n→∞

(u(xn, tn) + v(xn, tn)) = ∞. Ìíîæåñòâî
ðàçðóøåíèÿ ðåøåíèÿ åñòü ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ðàçðóøåíèÿ.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

J1(t) =

t∫
0

∫
Ω

um(x, τ) dx dτ, J2(t) =

t∫
0

∫
Ω

vn(x, τ) dx dτ.

Ëåììà. Ïóñòü ðåøåíèå (u(x, t), v(x, t)) çàäà÷è (1) ðàçðóøàåòñÿ ïðè t = T. Òîãäà
åñëè m > 1 è inf

∂Ω×QT

k1(x, y, t) > 0, òî äëÿ t ∈ [0, T )

J1(t) 6 s1(T − t)−1/(m−1), s1 > 0,

èëè åñëè n > 1 è inf∂Ω×QT
k2(x, y, t) > 0, òî äëÿ t ∈ [0, T )

J2(t) 6 s2(T − t)−1/(n−1), s2 > 0.

Òåîðåìà. Ïóñòü p, q 6 1,m, n > 1 è âûïîëíåíû óñëîâèÿ Ëåììû. Òîãäà ðåøåíèå
çàäà÷è (1) ðàçðóøàåòñÿ òîëüêî íà ãðàíèöå ∂Ω.
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ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÒÅÏËÎÏÐÎÂÎÄÍÎÑÒÈ
Â ÄÂÓÕÒÅÌÏÅÐÀÒÓÐÍÎÉ ÌÎÄÅËÈ

ß.À. Îêðóò, À.Ñ. Ôåäîòîâ

Ðàññìîòðèì äâóõòåìïåðàòóðíóþ ìîäåëü, îïèñûâàþùóþ ïåðåíîñ ýíåðãèè íà ìàëûõ
âðåìåííûõ ìàñøòàáàõ, ïðèìåíÿþìóþ äëÿ ðàñ÷åòà òåïëîâûõ ïîëåé ïðè íàãðåâå ìå-
òàëëîâ ôåìòîñåêóíäííûìè ëàçåðíûìè èìïóëüñàìè. Ïðè íèçêèõ ìîùíîñòÿõ èìïóëü-
ñîâ äâóõòåìïåðàòóðíàÿ ìîäåëü èìååò ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå äëÿ ðàñ÷åòà îïòîàêóñòè-
÷åñêèõ è îïòîàêóñòîïëàçìîííûõ çàäà÷, à õàðàêòåðèñòèêè ñðåäû ìîæíî ñ÷èòàòü íå
çàâèñÿùèìè îò òåìïåðàòóðû.
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Ñôîðìóëèðóåì íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ñèñòåìû èç äâóõ óðàâíåíèé òåïëî-
ïðîâîäíîñòè:

Ce ρe
∂Te

∂t
= λTe4Te +Qs − γ (Te − Ti) , (1)

Ci ρi
∂Ti

∂t
= λTi4Ti + γ (Te − Ti) (2),

ãäå ïàðàìåòðû ñèñòåìû ρe, ρi, λTe , λTi , Ci, Ce ïîñòîÿííû è ñîîòâåòñòâóþò òåïëî-
ôèçè÷åñêèì õàðàêòåðèñòèêàì ýëåêòðîííîé (èíäåêñ ¾e¿) è ôîíîííîé (èíäåêñ ¾i¿) ïîä-
ñèñòåì. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ïðè îòñóòñòâèå çíà÷èòåëüíîé òåðìîýìèññèè è ôàçîâîãî
ïåðåõîäà, íà êðàÿõ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ñòàâÿòñÿ óñëîâèÿ Äèðèõëå, ñîîòâåòñòâóþùèå
ïîñòîÿííîé (íà÷àëüíîé) òåìïåðàòóðå. Íà÷àëüíûå óñëîâèé äëÿ ïîëåé Te, Ti ïðèíè-
ìàþòñÿ îäèíàêîâûìè â êàæäîé òî÷êå ðàñ÷åòíîé îáëàñòè. Èñòî÷íèê Qs çàïèñûâàåòñÿ
äëÿ èìïóëüñà ãàóññîâîé ôîðìû ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì è çàòóõàþùåãî ïî
ýêñïîíåíòå ñ õàðàêòåðíûì âðåìåíåì τp.

Èññëåäîâàíèå ñèñòåìû (1), (2) îñóùåñòâëÿëîñü ñ ïîìîùüþ âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñ-
ïåðèìåíòà. Óðàâíåíèÿ (1) ðåøàëèñü ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé, ñ èñïîëüçîâàíèå
èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà äëÿ ñîãëàñîâàíèÿ ñâÿçàííûõ óðàâíåíèé äëÿ ïîëåé Te, Ti. Äî-
ïîëíèòåëüíàÿ âåðèôèêàöèÿ ïðîâîäèëàñü êîììåð÷åñêèì ïàêåòîì êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ COMSOL Multiphysics. Ðàñ÷åò ïðîâîäèëñÿ äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ, â
ïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòè äëèíîé 100 íì ïðè äèñòàíöèè ïðîíèêíîâåíèÿ òåïëîâîãî
èìïóëüñà îêîëî 20 íì äî âèäèìîé äèññèïàöèè.

Óñòàíîâëåíî íàëè÷èå ðàñõîæäåíèÿ ìåæäó ìàêñèìàëüíûìè çíà÷åíèÿìè Te, Ti, ïî-
ëó÷åííûìè ñ èñïîëüçîâàíèåì ñõåì Êðàíêà � Íèêîëñîíà, Äþôîðòà � Ôðàíêåëÿ è
ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðè êðèòåðèè Êóðàíòà C � 1. Ðàñ÷åòû, ïîëó÷åííûå
ñ èñïîëüçîâàíèåì ñõåìû Äþôîðòà � Ôðàíêåëÿ, ïîêàçûâàþò õîðîøåå ñîâïaäåíèå ñ
ðåçóëüòàòàìè êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (ðèñóíîê): Temax = 300.09 K, ñðåä-
íåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå ìåíåå 0.03%. Ðàñ÷åò ñ èñïîëüçîâàíèåì ñõåìû Êðàíêà �
Íèêîëñîí ïîêàçàë Temax = 299.42Ê. Ðàñ÷åò ñ èñïîëüçîâàíèåì ñõåìû Êðàíêà � Íè-
êîëñîí äåìîíñòðèðîâàë óñòîé÷èâîñòü áåç çíà÷èòåëüíîãî âîçðàñòàíèÿ ïîãðåøíîñòè ñî
âðåìåíåì ïðè ÷èñëàõ Êóðàíòà C < 104.

0 25 50 75 100
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L, 

  -
  -
 COMSOL

Ðèñóíîê. Ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå Te â ìî-
ìåíò âðåìåíè, ñîîòâåòñòâóþùèé ìàêñèìàëüíîé íà-
áëþäàåìîé â ñèñòåìå òåìïåðàòóðå.

Ìû áëàãîäàðèì çà ïëîäîòâîðíóþ äèñêóññèþ è ïîëåçíûå ñîâåòû, ïîâëèÿâøèå íà õîä
èññëåäîâàíèÿ êàôåäðó âûñøåé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ôèçè÷åñêîãî
ôàêóëüòåòà ÁÃÓ.
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Î ÑÒÀÁÈËÈÇÀÖÈÈ ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÕ ÝÍÒÐÎÏÈÉÍÛÕ
ÐÅØÅÍÈÉ ÂÛÐÎÆÄÀÞÙÈÕÑß ÍÅËÈÍÅÉÍÛÕ

ÏÀÐÀÁÎËÈ×ÅÑÊÈÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

Å.Þ. Ïàíîâ

Â ïîëóïðîñòðàíñòâå Π = (0,+∞)× Rn ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ

ut + divxϕ(u) = ∆xg(u), (1)

â êîòîðîì âåêòîð ïîòîêà ϕ(u) = (ϕ1(u), . . . , ϕn(u)) ∈ C(R,Rn) è íåóáûâàþùàÿ ôóíê-
öèÿ äèôôóçèè g(u) ∈ C(R) ëèøü íåïðåðûâíû. Òàê êàê ôóíêöèÿ g(u) ìîæåò áûòü
ïîñòîÿííîé íà íåòðèâèàëüíûõ èíòåðâàëàõ, óðàâíåíèå (1) ÿâëÿåòñÿ âûðîæäàþùèìñÿ
ïàðàáîëè÷åñêèì óðàâíåíèåì. Â ÷àñòíîñòè, ïðè g(u) = const îíî ïðåâðàùàåòñÿ â çàêîí
ñîõðàíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà

ut + divxϕ(u) = 0. (2)

Èçâåñòíîå ïîíÿòèå ýíòðîïèéíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2) â ñìûñëå Êðóæêîâà [1] áûëî
ðàñïðîñòðàíåíî íà ñëó÷àé óðàâíåíèé (1) â ðàáîòå Êàðèëüî [2].

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ u = u(t, x) ∈ L∞(Π) íàçûâàåòñÿ ýíòðîïèéíûì ðåøåíèåì
(êîðîòêî � ý.ð.) óðàâíåíèÿ (1), åñëè îáîáùåííûé ãðàäèåíò ∇xg(u) ∈ L2

loc(Π,Rn) è äëÿ
âñåõ k ∈ R èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

|u− k|t + divx[sgn(u− k)(ϕ(u)− ϕ(k))]−∆|g(u)− g(k)| 6 0

â ñìûñëå ðàñïðåäåëåíèé íà Π.
Äîïóñòèì òàêæå, ÷òî ý.ð. u(t, x) ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì ïî ïðîñòðàíñòâåííûì

ïåðåìåííûì ñ ðåøåòêîé ïåðèîäîâ L ⊂ Rn, ò.å. u(t, x) ∈ L∞((0,+∞)× Tn), ãäå Tn =
= Rn/L � ñîîòâåòñòâóþùèé òîð. Îáîçíà÷èì ÷åðåç dx íîðìèðîâàííóþ ìåðó Ëåáåãà
íà Tn. Íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî âåëè÷èíà I =

∫
Tn u(t, x) dx íå çàâèñèò îò t.

Ïóñòü L′ � äâîéñòâåííàÿ ðåøåòêà ê ðåøåòêå ïåðèîäîâ L. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âû-
ïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå:

∀ξ ∈ L′, ξ 6= 0, ôóíêöèè ξϕ(u), g(u) îäíîâðåìåííî

íå ïîñòîÿííû íè â êàêîé îêðåñòíîñòè òî÷êè I. (3)

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåíèå ñëåäóþùåãî ñâîé-
ñòâà ñòàáèëèçàöèè ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ.
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Òåîðåìà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (3). Òîãäà

ess lim
t→+∞

u(t, x) = IâL1(Tn).

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå (3) ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì, ïðè åãî íàðóøåíèè âñåãäà ìîæíî íàéòè
L -ïåðèîäè÷åñêîå ý.ð. äëÿ êîòîðîãî ñâîéñòâî ñòàáèëèçàöèè íå âûïîëíåíî. Äëÿ çàêîíîâ
ñîõðàíåíèÿ (2) ñôîðìóëèðîâàííàÿ òåîðåìà äîêàçàíà â ðàáîòå [3].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè
Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè (ïðîåêò 1.445.2016/1.4) è Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëü-
íûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò 18-01-00258-a).
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ÍÀ×ÀËÜÍÎ-ÃÐÀÍÈ×ÍÀß ÇÀÄÀ×À ÄËß ÎÁÙÅÃÎ ÎÄÍÎÌÅÐÍÎÃÎ
ÂÎËÍÎÂÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÏÐÈ ÍÅÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÎÌ ÃÐÀÍÈ×ÍÎÌ

ÓÑËÎÂÈÈ Ñ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÌÈ ÂÒÎÐÛÌÈ
×ÀÑÒÍÛÌÈ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÌÈ

Ê.À. Ñïåñèâöåâà, Ô.Å. Ëîìîâöåâ

Ðåøåíà â ÿâíîì âèäå áåç ïðîäîëæåíèé èñõîäíûõ äàííûõ è èçó÷åíà îäíîçíà÷-
íàÿ, óñòîé÷èâàÿ âåçäå ðàçðåøèìîñòü âî ìíîæåñòâå êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé íà÷àëüíî-
ãðàíè÷íîé çàäà÷è:

(∂t − a2∂x)(∂t + a1∂x)u(x, t) = f(x, t), {x, t} ∈ G∞ = [0,∞[×[0,∞[, (1)

u|t=0 = ϕ(x), ut|t=0 = ψ(x), x > 0, (2)

[Γ(t)u]|x=0 = [ζ(t)utt+ ξ(t)uxt+ θ(t)uxx+α(t)ut+β(t)ux+γ(t)u]|x=0 = µ(t), t > 0, (3)

ãäå a1 > 0, a2 > 0 � âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå è f, ϕ, ψ, µ, ζ, ξ, θ, α, β, γ � çàäàííûå
ôóíêöèè óêàçàííûõ âûøå ñâîèõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ x è t.

Äëÿ åäèíñòâåííûõ êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé u ∈ C2(G∞) íà÷àëüíî-ãðàíè÷íîé çàäà÷è
(1)�(3) ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê âûâåäåíà îáîáùåííàÿ ôîðìóëà Äàëàìáåðà (Ýéëåðà)
íà ìíîæåñòâå G− = {(x, t) ∈ G∞ : x > a1t, t > 0}, êàê ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1), (2),
è íîâàÿ ôîðìóëà åå êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé íà ìíîæåñòâå G+ = {(x, t) ∈ G∞ : x 6 a1t,
x > 0}, êàê ðåøåíèå çàäà÷è Ïèêàðà: óðàâíåíèÿ (1) ïðè ãðàíè÷íîì óñëîâèè (3) è
ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ ðàâåíñòâà ñàìèõ ðåøåíèé è èõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî è
âòîðîãî ïîðÿäêîâ íà êðèòè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêå x = a1t. Ïóñòü C

k(Ω) � ìíîæåñòâî
âñåõ k ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íà ìíîæåñòâå Ω è C0(Ω) =
= C(Ω). Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. Ïóñòü â ãðàíè÷íîì óñëîâèè (3) âñå êîýôôèöèåíòû íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìû: ζ, ξ, θ, α, β, γ ∈ C1[0,∞[, à âòîðûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå áåðóòñÿ âäîëü
êðèòè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêè óðàâíåíèÿ (1): a2

1ζ(t) − a1ξ(t) + θ(t) ≡ 0, t ∈ [0,∞[.



Óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ 35

Íà÷àëüíî-ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à (1) � (3) íà ìíîæåñòâå G− èìååò åäèíñòâåííîå óñòîé-
÷èâîå êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå

u−(x, t) =
1

a1 + a2

[
a1ϕ(x+a2t)+a2ϕ(x−a1t)+

x+a2t∫
x−a1t

ψ(s) ds+

t∫
0

x+a2(t−τ)∫
x−a1(t−τ)

f(s, τ) ds dτ

]
(4)

äëÿ òåõ è òîëüêî òåõ ϕ, ψ, f, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ òðåáîâàíèÿ ãëàäêîñòè

ϕ ∈ C2[0,∞[, ψ ∈ C1[0,∞[, f ∈ C(G∞),

t∫
0

f(x+ (−1)pap(t− τ), τ) dτ ∈ C1(G−), p = 1, 2. (5)

Åñëè a1α(t) 6= β(t), t ∈ [0,∞[ è êîýôôèöèåíòû (−1)i(a2 − a1) > 0, òî íà÷àëüíî-
ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à (1) � (3) íà ìíîæåñòâå G+ èìååò åäèíñòâåííîå óñòîé÷èâîå êëàñ-
ñè÷åñêîå ðåøåíèå

u
(i)
+ (x, t) =

1

a1 + a2

[
a1ϕ(x+ a2t) + a2ϕ(0) +

x+a2t∫
0

ψ(s) ds

]
+

+

a1t−x∫
0

exp

( a1t−x∫
ρ

γ(ν/a1) dν

a1α(ν/a1)− β(ν/a1)

)
×

× µ(ρ/a1)− [Γ(ρ/a1)(Φ(a2ρ/a1 + x) + Fi(x, ρ/a1))]|x=0

a1α(ρ/a1)− β(ρ/a1)
dρ+ Fi(x, t) (6)

äëÿ òåõ è òîëüêî òåõ ϕ, ψ, µ, f, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ òðåáîâàíèÿ ãëàäêîñòè

ϕ ∈ C2[0,∞[, ψ ∈ C1[0,∞[, µ ∈ C1[0,∞[, f ∈ C(G∞),

t∫
0

f(x+ a2(t− τ), τ) dτ ∈ C1(G+), (7)

ai
a1

ti(x)∫
0

f(ai(t− x/a1)− a2τ, τ) dτ −
t∫

ti(x)

f(x− a1(t− τ), τ) dτ ∈ C1(G+), i = 1, 2,

ζ(t)ϕ′′′(a2t), ξ(t)ϕ
′′′(a2t), ζ(t)ψ′′(a2t), ξ(t)ψ

′′(a2t) ∈ C[0,∞[,

a2ξ(t)
∂2

∂t2

( t∫
0

f(a2(t− τ), τ) dτ

)
+ θ(t)

∂

∂t

{
a1−a2

a1

∂

∂t

( t∫
0

f(a2(t− τ), τ) dτ

)
−f(0, t)

}
∈C[0,∞[

è äâà óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè è óðàâ-
íåíèåì:

ζ(0)[f(0, 0) + (a2 − a1)ψ′(0) + a1a2ϕ
′′(0)] + ξ(0)ψ′(0) + θ(0)ϕ′′(0) + α(0)ψ(0) +

+ α(0)ψ(0) + β(0)ϕ′(0) + γ(0)ϕ(0) = µ(0),
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(ζ ′(0) + α(0)){f(0, 0) + (a2 − a1)ψ′(0) + a1a2ϕ
′′(0)}+ ζ(0){(a2 − a1)[(a2 − a1)ψ′′(0) +

+ a1a2ϕ
′′′(0)] + a1a2ψ

′′(0)}+ (ξ′(0) + β(0))ψ′(0) + ξ(0)[(a2 − a1)ψ′′(0) + a1a2ϕ
′′′(0)] +

+ θ′(0)ϕ′′(0) + θ(0)ψ′′(0) + [α′(0) + γ(0)]ψ(0) + β′(0)ϕ′(0) + γ′(0)ϕ(0) +

+ ζ(0)[f ′t(0, 0) + (a2 − a1)f ′x(0, 0)] + ξ(0)f ′x(0, 0) = µ′(0).

Â ýòîé òåîðåìå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

Φ(y) =
1

a1 + a2

[
a1ϕ(y) + a2ϕ(0) +

y∫
0

ψ(s)ds

]
, ti(x) =

a1 + ai
a1 + a2

(
t− x

a1

)
,

Fi(x, t) =
1

a1 + a2

[ ti(x)∫
0

x+a2(t−τ)∫
ait−(ai/a1)x−a2τ

f(s, τ) ds dτ +

t∫
ti(x)

x+a2(t−τ)∫
x−a1(t−τ)

f(s, τ) ds dτ

]
, i = 1, 2.

Ñëåäñòâèå. Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü f óðàâíåíèÿ (1) çàâèñèò òîëüêî îò x èëè t,
òî óòâåðæäåíèå ýòîé òåîðåìû âåðíî áåç èíòåãðàëüíûõ òðåáîâàíèÿ ãëàäêîñòè èç
(5) è (7) íà f.

Çàìå÷àíèå. Ôîðìóëà (4) ïðè a1 = a2 ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíîé ôîðìóëîé Äàëàìáå-
ðà (Ýéëåðà) ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè [1]. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî â ôîðìóëå (6) ðåøåíèÿ

u
(1)
+ = u

(2)
+ íà G+. Êëàññè÷åñêèå ðåøåíèÿ F1, F2 íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ êîëåáà-

íèé ñòðóíû (1) ñ ìèíèìàëüíûìè òðåáîâàíèÿìè ãëàäêîñòè èç (7) íà ïðàâóþ ÷àñòü f
óðàâíåíèÿ (1) èìåþòñÿ â [2]. Â èíòåãðàëüíûõ òðåáîâàíèÿõ ãëàäêîñòè (5) è (7) ïðèíàä-
ëåæíîñòü èíòåãðàëîâ äëÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f íà G− è G∞ ñîîòâåòñòâåííî ìíî-
æåñòâàì C1(G−) è C1(G+) ýêâèâàëåíòíà èõ ïðèíàäëåæíîñòè ìíîæåñòâàì C0,1(G−)
è C0,1(G+) èëè C1,0(G−) è C1,0(G+), ãäå ñîîòâåòñòâåííî C0,1(Ω) è C1,0(Ω) � ìíî-
æåñòâà íåïðåðûâíûõ ïî x è t è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ïî t è x ôóíêöèé
íà ïîäìíîæåñòâå ïëîñêîñòè Ω ⊂ R2.
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Î ÍÅÎÁÕÎÄÈÌÛÕ ÓÑËÎÂÈßÕ ÊÎÐÐÅÊÒÍÎÑÒÈ
ÊÐÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÊÎËÅÁÀÍÈß

ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÎÉ ÑÒÐÓÍÛ Ñ ÇÀÂÈÑßÙÈÌÈ ÎÒ ÂÐÅÌÅÍÈ
ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÌÈ ÏÅÐÂÛÌÈ ÊÎÑÛÌÈ

ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÌÈ ÍÀ ÊÎÍÖÀÕ

Ò.Ñ. Òî÷êî, Í.È. Þð÷óê, Ô.Å. Ëîìîâöåâ

Áåç ïðîäîëæåíèé äàííûõ âî ìíîæåñòâå êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé óñòàíîâëåíû íåîá-
õîäèìûå óñëîâèÿ äëÿ îäíîçíà÷íîé âåçäå ðàçðåøèìîñòè ëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷è ñ
çàâèñÿùèìè îò âðåìåíè ïåðâûìè êîñûìè ïðîèçâîäíûìè, íàïðàâëåííûìè âäîëü õà-
ðàêòåðèñòèê óðàâíåíèÿ:

utt(x, t)− a2uxx(x, t) = f(x, t), a > 0, Qn = [0, d]× [0, dn+1], (1)
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u(x, t)|t=0 = ϕ(x), ut(x, t)|t=0 = ψ(x), x ∈ [0, d], (2)

[αi(t)ut(x, t)+βi(t)ux(x, t)+γi(t)u(x, t)]|x=d̂i
=µi(t), t∈ [0, dn+1], i=1, 2, n∈N, (3)

ãäå αi, βi, γi � ôóíêöèè ïåðåìåííîé t, aαi(t) = (−1)i+1βi(t), γi(t) 6= 0, t ∈ [0, dn+1],

êîíöû ñòðóíû d̂i = (i − 1)d è èñõîäíûå äàííûå f, ϕ, ψ, µ1, µ2 � ôóíêöèè ñâîèõ
ïåðåìåííûõ x è t.

Âïåðâûå áåç ïðîäîëæåíèé âõîäíûõ äàííûõ êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå è äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè êðàåâîé (ñìåøàííîé) çàäà÷è äëÿ îäíîðîäíîãî
ïðîñòåéøåãî óðàâíåíèÿ êîëåáàíèÿ ïîëóîãðàíè÷åííîé ñòðóíû âèäà (1) ñ çàâèñÿùåé
îò âðåìåíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïåðâîé êîñîé ïðîèçâîäíîé â êðàåâîì óñëîâèè áûëè
âûâåäåíû â [1]. Èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [2, 3] ìåòîäîì âñïîìîãàòåëüíûõ ñìåøàííûõ çà-
äà÷ äëÿ ïîëóîãðàíè÷åííîé ñòðóíû èç [4] íàéäåíû îáÿçàòåëüíûå òðåáîâàíèÿ ãëàäêîñòè
è ñîãëàñîâàíèÿ íà èñõîäíûå äàííûå.

Ìíîæåñòâî Qn ðàçáèâàåòñÿ íà ïðÿìîóãîëüíèêè Gk = [0, d] × [dk, dk+1], ãäå dk =
= (k − 1)d/(2a), k = 1, 2, . . . , n, è äåëèòñÿ õàðàêòåðèñòèêàìè óðàâíåíèÿ (1) íà òðå-
óãîëüíèêè:

∆3k−2 = {{x, t} : x > atk, x+ atk < d, x ∈]0, d[}, tk = t− dk,

∆3k−1 = {{x, t} : x 6 atk, x ∈ [0, d/2]},

∆3k = {{x, t} : x+ atk > d, x ∈ [d/2, d]}, t ∈ [dk, dk+1], k = 1, 2, . . . , n.

Ïóñòü Ck(Ω) � ìíîæåñòâî k ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íà
Ω ⊂ R2.

Òåîðåìà. Ïóñòü â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ (3) êîýôôèöèåíòû aαi(t) = (−1)i+1βi(t),
γi(t) 6= 0, t ∈ [0, dn+1], i = 1, 2. Åñëè êðàåâàÿ çàäà÷à (1) � (3) íà ìíîæåñòâå Qn

èìååò åäèíñòâåííîå êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå u ∈ C2(Qn), òî íåîáõîäèìû òðåáîâàíèÿ
ãëàäêîñòè

βi, γi ∈ Ck+1[dk, dk+1], ϕ ∈ Cn+1[0, d], ψ ∈ Cn[0, d], µi ∈ Ck+1[dk, dk+1],

f ∈ Ck−1(Gk),

t∫
dk

f(|d− |d− x± a(t− τ)||, τ) dτ ∈ Ck(Gk),

βi(t)ϕ
′′′(at), βi(t)ψ

′′(at), βi(t)
∂2

∂t2

( t∫
dk

f(a(t− τ), τ)dτ

)
∈ Ck−1[dk, dk+1],

ãäå i = 1, 2, k = 1, 2, . . . , n, è 6n óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ ãðàíè÷íûõ (3) ñ íà÷àëüíûìè
(2) óñëîâèÿìè è óðàâíåíèåì (1):

α
(k−1)
i (0)ψ(k−1)(d̂i) + β

(k−1)
i (0)ϕ(k)(d̂i) + γ

(k−1)
i (0)ϕ(k−1)(d̂i) = µ

(k−1)
i (0),

α
(k−1)
i (0)[a2ϕ(k+1)(d̂i) + f (k−1)(d̂i, 0)] + [α

(k)
i (0) + γ

(k−1)
i (0)]ψ(k−1)(d̂i) +

+ β
(k−1)
i (0)ψ(k)(d̂i) + β

(k)
i (0)ϕ(k)(d̂i) + γ

(k)
i (0)ϕ(k−1)(d̂i) = µ

(k)
i (0),

α
(k+1)
i (0)ψ(k−1)(d̂i) + 2α

(k)
i (0)[a2ϕ(k+1)(d̂i) + f (k−1)(d̂i, 0)] +

+ α
(k−1)
i (0)[a2ψ(k+2)(d̂i) + f

(k−1)
t (d̂i, 0)] + β

(k+1)
i (0)ϕ(k)(d̂i) + 2β

(k)
i (0)ψ(k)(d̂i) +
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+ β
(k−1)
i (0)[a2ϕ(k+2)(d̂i) + f (k−1)

x (d̂i, 0)] + γ
(k+1)
i (0)ϕ(k−1)(d̂i) + 2γ

(k)
i (0)ψ(k−1)(d̂i) +

+ γ
(k−1)
i (0)[a2ϕ(k+1)(d̂i) + f (k−1)(d̂i, 0)] = µ

(k+1)
i (0), k = 1, 2, . . . , n, i = 1, 2, n ∈ N.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ f = 0, α1 = 1, β1 = a, γ1 = γ, α2 = β2 = 0,
γ2 = 1, µ1 = µ2 = 0 ôîðìóëà åäèíñòâåííîãî êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ è äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ íà ϕ è ψ êðàåâîé çàäà÷è (1)�(3) áûëè ïîëó÷åíû â [5] ñ ïîìîùüþ êóñî÷íî-
ãëàäêèõ ñïðàâà ñïåöèàëüíûõ ïðîäîëæåíèé íà÷àëüíûõ äàííûõ ϕ è ψ ñ îòðåçêà [0, d]
íà îòðåçîê [−2nd, 2nd].
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ÊÐÈÒÅÐÈÉ ÊÎÐÐÅÊÒÍÎÑÒÈ ÑÌÅØÀÍÍÎÉ ÇÀÄÀ×È
ÄËß ÎÁÙÅÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÊÎËÅÁÀÍÈÉ ÏÎËÓÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÎÉ
ÑÒÐÓÍÛ ÏÐÈ ÍÅÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÎÉ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈ×ÅÑÊÎÉ

ÃÐÀÍÈ×ÍÎÉ ÏÅÐÂÎÉ ÊÎÑÎÉ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÎÉ

Å.Â. Óñòèëêî, Ô.Å. Ëîìîâöåâ

Ìîäèôèêàöèåé ìåòîäà õàðàêòåðèñòèê ïîëíîñòüþ ðåøåíà è èçó÷åíà îäíîçíà÷íàÿ
è óñòîé÷èâàÿ âåçäå ðàçðåøèìîñòü âî ìíîæåñòâå êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé ñìåøàííîé
çàäà÷è

utt(x, t) + (a1− a2)uxt(x, t)− a1a2uxx(x, t) = f(x, t), (x, t) ∈ G∞ = [0,∞)× [0,∞), (1)

u(x, t)|t=0 = ϕ(x), ut(x, t)|t=0 = ψ(x), x ∈ R+ = [0,∞), (2)

[α(t)ut(x, t) + β(t)ux(x, t) + γ(t)u(x, t)]|x=0 = µ(t), t ∈ R+, (3)

ãäå êîýôôèöèåíòû α, β, γ � çàäàííûå ôóíêöèè ïåðåìåííîé t, èñõîäíûå äàííûå
f, ϕ, ψ, µ � çàäàííûå ôóíêöèè ñâîèõ ïåðåìåííûõ x, t è ïîñòîÿííûå a1 > 0,
a2 > 0. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîðÿäêîâ îò èñêîìîé ôóíêöèè u
îáîçíà÷àåì íèæíèìè èíäåêñàìè ïî óêàçàííûì ïåðåìåííûì. Â ñëó÷àå a1 = a2 ýòà
çàäà÷à èññëåäîâàëàñü â [1]. Äîêàçàíà

Òåîðåìà. Ïóñòü â ãðàíè÷íîì óñëîâèè (3) êîýôôèöèåíòû α, β, γ ∈ C2(R+) è
ïåðâàÿ êîñàÿ ïðîèçâîäíàÿ ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé, ò.å. a1α(t) = β(t), γ(t) 6= 0,
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t ∈ R+. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñìåøàííàÿ çàäà÷à (1)�(3) íà ìíîæåñòâå G− = {(x, t) ∈
∈ G∞ : x > a1t > 0} èìåëà åäèíñòâåííîå óñòîé÷èâîå êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå

u−(x, t)=
1

a1+a2

[
a1ϕ(x+ a2t) + a2ϕ(x− a1t) +

x+a2t∫
x−a1t

ψ(s) ds+

t∫
0

x+a2(t−τ)∫
x−a1(t−τ)

f(s, τ) ds dτ

]
, (4)

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ñïðàâåäëèâîñòè òðåáîâàíèé ãëàäêîñòè

ϕ ∈ C2(R+), ψ ∈ C1(R+), f ∈ C(G−),

t∫
0

f(x+ (−1)pap(t− τ), τ) dτ ∈ C1(G−), p = 1, 2. (5)

Åñëè êîýôôèöèåíòû (−1)i(a2 − a1) > 0, òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ñìåøàííàÿ çàäà÷à
(1) � (3) íà G+ = {(x, t) ∈ G∞ : 0 6 x 6 a1t} èìåëà åäèíñòâåííîå óñòîé÷èâîå
êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå

u
(i)
+ (x, t) =

1

a1 + a2

{
a1

[
ϕ(x+a2t)−ϕ

(
a2

(
t− x

a1

))]
+

x+a2t∫
a2(t−x/a1)

ψ(s) ds

}
−Fi

(
0, t− x

a1

)
+

+ a−1
1 γ−1

(
t− x

a1

){
a1µ

(
t− x

a1

)
− β
(
t− x

a1

)[
a1ϕ

′
(
a2

(
t− x

a1

))
+ψ

(
a2

(
t− x

a1

))]
−

−β
(
t− x

a1

) t−x/a1∫
0

f

(
a2(t− τ)− a2

a1

x, τ

)
dτ

}
+Fi(x, t), ti(x) =

a1 + ai
a1 + a2

(
t− x

a1

)
, (6)

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ òðåáîâàíèé ãëàäêîñòè

ϕ ∈ C2(R+), ψ ∈ C1(R+), µ ∈ C2(R+), f ∈ C(G∞),

t∫
0

f(x+a2(t−τ), τ) dτ ∈ C1(G+), (7)

ai

ti(x)∫
0

f

(
ai

(
t− x

a1

)
− a2τ, τ

)
dτ − a1

t∫
ti(x)

f(x− a1(t− τ), τ) dτ ∈ C1(G+), (8)

β(t)ϕ′′′(a2t), β(t)ψ′′(a2t), β(t)
∂2

∂t2

( t∫
0

f(a2(t− τ), τ) dτ

)
∈ C(R+), i = 1, 2,

è òðè óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ

α(0)ψ(0) + β(0)ϕ′(0) + γ(0)ϕ(0) = µ(0),

α(0)[a1a2ϕ
′′(0)− (a1 − a2)ψ′(0) + f(0, 0)]+

+ψ(0)[α′(0) + γ(0)] + β′(0)ϕ′(0) + β(0)ψ′(0) + ϕ(0)γ′(0) = µ′(0),

α′′(0)ψ(0) + 2α′(0)[a1a2ϕ
′′(0)− (a1 − a2)ψ′(0) + f(0, 0)]+
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+α(0){a1a2ψ
′′(0)− (a1 − a2)[a1a2ϕ

′′′(0)− (a1 − a2)ψ′′(0)]}+ β′′(0)ϕ′(0)+

+2β′(0)ψ′(0) + γ′′(0)ϕ(0) + 2γ′(0)ψ(0) + β(0)[a1a2ϕ
′′′(0)− (a1 − a2)ψ′′(0)]+

+γ(0)[a1a2ϕ
′′(0)− (a1 − a2)ψ′(0) + f(0, 0)] + α(0)[ft(0, 0) + a2fx(0, 0)] = µ′′(0).

Ïðè ôîðìóëèðîâêå ýòîé òåîðåìû íàìè èñïîëüçîâàëèñü îáîçíà÷åíèÿ

Fi(x, t) =
1

a1 + a2

[ ti(x)∫
0

x+a2(t−τ)∫
ait−(ai/a1)x−a2τ

f(s, τ) ds dτ +

t∫
ti(x)

x+a2(t−τ)∫
x−a1(t−τ)

f(s, τ) ds dτ

]
, i = 1, 2,

ñïåöèàëüíûõ êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1) èç [2].
Ñëåäñòâèå. Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü f óðàâíåíèÿ (1) çàâèñèò òîëüêî îò x èëè t,

òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû âåðíî áåç èíòåãðàëüíûõ òðåáîâàíèé ãëàäêîñòè íà f â
(5), (7), (8).

Çàìå÷àíèå. Åäèíñòâåííîñòü êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ u ∈ C2(G∞) çàäà÷è (1)�(3)

ïîäòâåðæäàåòñÿ åùå è òåì, ÷òî â âûðàæåíèè (6) ôóíêöèè u
(1)
+ = u

(2)
+ íà G+. Ôîðìóëà

êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ (4) â G− ñîâïàäàåò ñ îáîáùåííîé ôîðìóëîé òèïà Äàëàìáåðà �
Ýéëåðà êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è Êîøè èç [3] ïðè b1 = b2 =
= 0. Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ñìåøàííîé çàäà÷è (1)�(3) óêàçàííàÿ â òðåáîâàíèÿõ
(5), (7) è (8) ïðèíàäëåæíîñòü èíòåãðàëîâ îò íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f íà G− è G∞
ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâàì C1(G−) è C1(G+) ýêâèâàëåíòíà èõ ïðèíàäëåæíîñòè ñî-
îòâåòñòâåííî ìíîæåñòâàì C(1,0)(G−) è C(1,0)(G+) èëè C(0,1)(G−) è C(0,1)(G+). Çäåñü
C(1,0)(Ω) è C(0,1)(Ω) � ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâà íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ïî
x è t è íåïðåðûâíûõ ïî t è x ôóíêöèé íà ìíîæåñòâå Ω ⊂ R2.
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Î ÏÐÈÂÅÄÅÍÈÈ Ê ÊÀÍÎÍÈ×ÅÑÊÎÌÓ ÂÈÄÓ
ÎÄÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

Â ×ÀÑÒÍÛÕ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÕ

Â.À. Øèëèíåö

Â ðÿäå ðàáîò [1�3] èñïîëüçîâàëèñü ñïåöèàëüíûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû
(ôîðìàëüíûå ïðîèçâîäíûå) äëÿ ïðèâåäåíèÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó ñèñòåì äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

∂u

∂x
= B1

∂v

∂x
+B2

∂v

∂y
+M1u+N1v + F1u

2 + E1v
2 + C1uv,
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∂u

∂y
= B3

∂v

∂x
+B4

∂v

∂y
+M2u+N2v + F2u

2 + E2v
2 + C2uv, (1)

ãäå Bk,Mi, Ni, Fi, Ei, Ci(u, v), k = 1, . . . , 4, i = 1, 2, � èçâåñòíûå (èñêîìûå) ôóíêöèè
êëàññà A∗(G).

×åðåç A∗(G) âñåãäà îáîçíà÷àåì êëàññ âñåõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé (âîîáùå êîì-
ïëåêñíûõ) îò äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ x, y â íåêîòîðîé îäíîñâÿçíîé îáëàñòè G,
ñîäåðæàùåé íà÷àëî êîîðäèíàò.

Ðåøàåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: èìåÿ ñèñòåìó âèäà (1), íàéòè íåîáõîäèìîå è äîñòà-
òî÷íîå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóþò òàêèå ôóíêöèè p(x, y), q(x, y) ∈ A∗(G), ÷òî
ñèñòåìà (1) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

∂f

∂p
− ∂ϕ

∂q
= a1f + a2f

2 + b1ϕ+ b2ϕ
2 + c1fϕ,

∂f

∂q
= a3f + a4f

2 + b3ϕ+ b4ϕ
2 + c1fϕ, (2)

ãäå f, ϕ � ëèíåéíûå ôóíêöèè îò u, v ñ êîýôôèöèåíòàìè êëàññà A∗(G), ak, bk, cj,
k = 1, . . . , 4, j = 1, 2, � èçâåñòíûå ôóíêöèè òîãî æå êëàññà, à ∂f/∂p è ∂f/∂q � äèô-
ôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû (ôîðìàëüíûå ïðîèçâîäíûå), îïðåäåëÿåìûå ðàâåíñòâàìè

∂f

∂p
≡ 1

δ
(f ′xq

′
y − f ′yq′x),

∂f

∂q
≡ 1

δ
(f ′yp

′
x − f ′xp′y) (3)

ãäå δ ≡ p′xq
′
y − p′yq′x 6= 0.

Ñèñòåìà (2), â ñèëó (3), ìîæåò áûòü çàïèñàíà, î÷åâèäíî, â âèäå

∂f

∂x
= A1

∂ϕ

∂x
+ A2

∂ϕ

∂y
+ T1f + Θ1ϕ+ Φ1f

2 +Q1ϕ
2 +K1fϕ,

∂f

∂y
= A3

∂ϕ

∂x
+ A4

∂ϕ

∂y
+ T2f + Θ2ϕ+ Φ2f

2 +Q2ϕ
2 +K2fϕ, (4)

ãäå

T1 = a1p
′
x + a3q

′
x, T2 = a1p

′
y + a3q

′
y, Θ1 = b1p

′
x + b3q

′
x, Θ2 = b1p

′
y + b3q

′
y,

Φ1 = a2p
′
x + a4q

′
x, Φ2 = a2p

′
y + a4q

′
y, Q1 = b2p

′
x + b4q

′
x, Q2 = b2p

′
y + b4q

′
y,

K1 = c1p
′
x + c2q

′
x, K2 = c1p

′
y + c2q

′
y,

−A1 =
p′xp

′
y

δ
, −A1 = A4, A2 =

(p′x)
2

δ
, −A3 =

(p′y)
2

δ
.

Òåîðåìà. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (4) ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå âèäà
(2) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

−A1 = A4,

∣∣∣∣A1 A2

A3 A4

∣∣∣∣ = 0.

Âûÿñíåíû òàêæå óñëîâèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
(1) ê ñèñòåìå âèäà (4).
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ÐÀÇÐÅØÈÌÎÑÒÜ ÃÐÀÍÈ×ÍÎÉ ÇÀÄÀ×È
ÄËß ÃÈÏÅÐÁÎËÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ×ÅÒÂÅÐÒÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ

Ñ ÊÐÀÒÍÛÌÈ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀÌÈ

Å.Ñ. ×åá

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ìåõàíèêè òâåðäîãî òåëà âîçíèêàþò ãðàíè÷íûå çàäà÷è äëÿ óðàâ-
íåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñòàðøåãî ïîðÿäêà. Ïîýòîìó àêòóàëüíûì ÿâëÿåòñÿ êîð-
ðåêòíàÿ ïî Àäàìàðó ïîñòàíîâêà ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ òàêèõ óðàâíåíèé. Â ðàáîòå
ðàññìàòðèâàåòñÿ êîððåêòíî ïîñòàâëåííàÿ ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, â ñëó-
÷àå íàëè÷èÿ ó íåãî êðàòíûõ õàðàêòåðèñòèê è óêàçàí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ åäèíñòâåííîãî
ðåøåíèÿ ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.

Â ïîëóïîëîñå Q = [0,∞) × Ω ⊂ R2 îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè u : Q = [0,∞) × Ω 3
3 (t, x)→ u(t, x), ãäå Ω � çàìûêàíèå îáëàñòè Ω = (0, l), ðàññìîòðèì ãèïåðáîëè÷åñêîå
óðàâíåíèå ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà âèäà(

∂

∂t
− a1

∂

∂x
+ b1

)2(
∂

∂t
− a2

∂

∂x
+ b2

)2

u(t, x) = f(t, x), t > 0, x ∈ Ω, (1)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

∂ju

∂tj

∣∣∣∣
t=0

= ϕj(x), j = 0, 1, 2, 3, x ∈ Ω. (2)

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé, êîãäà êîýôôèöèåíòû a1, a2, b1, b2 � ïîñòîÿííû, a1 <
< 0, a2 < 0, |a1| < |a2|, b1, b2 > 0. Ïðè òàêèõ îãðàíè÷åíèÿ óðàâíåíèå (1) èìååò äâå
êðàòíûå îäèíàêîâî íàïðàâëåííûå õàðàêòåðèñòèêè. Â ýòîì ñëó÷àå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
äëÿ (1) çàäàþòñÿ íå íà âñåé ãðàíèöå.

Äîáàâèì ê óðàâíåíèþ (1) ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ âèäà

∂su

∂ts

∣∣∣∣
x=0

= µs(t), t > 0, s = 0, 1, (3)

∂su

∂ts

∣∣∣∣
x=l

= νs(t), t > − l

a2

, s = 0, 1. (4)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî óñëîâèå (4) çàäàåòñÿ íå íà âñåé ãðàíèöå x = l, à òîëüêî
íà ÷àñòè. Âûáîð òàêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ãàðàíòèðóåò êîððåêòíîñòü çàäà÷è (1)�(4)
â êëàññå ÷åòûðåæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé [1].

Ðåøåíèå çàäà÷è (1) èùåì â âèäå

u(t, x) = e−b1t(g1(x+ a1t) + (x+ a2t)g2(x+ a1t)) +

+e−b2t(g3(x+ a2t) + (x+ a1t)g4(x+ a2t)), (5)

ãäå g1, g2, g3 è g4 � ëþáûå ôóíêöèè èç C4(R) àðãóìåíòà x + a1t äëÿ ôóíêöèé
gi : (−∞, l] → gi(y) ∈ R, i = 1, 2, è àðãóìåíòà x + a2t äëÿ ôóíêöèé gi : (−∞, l] →
→ gi(y) ∈ R, i = 3, 4. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü îáùèé âèä ôóíêöèé gi (i = 1, 2, 3, 4)
â ïðåäñòàâëåíèè (5) ïðè óñëîâèè, ÷òî áóäóò âûïîëíÿòüñÿ íà÷àëüíûå (2) è ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ (3), (4).

Ïðåäâàðèòåëüíî èç óñëîâèé (2) îïðåäåëÿåòñÿ âèä ýòèõ ôóíêöèé íà îòðåçêå [0, l].
Çàòåì ðåêóððåíòíî îïðåäåëÿþòñÿ ôóíêöèè, íà÷èíàÿ ñ ïðàâîé ãðàíèöû è ïåðåõîäÿ
íà ëåâóþ ãðàíèöó. Ïîïóòíî òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ íà÷àëüíûõ è
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé [2].
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ON THE WELL-POSEDNESS OF INITIAL-BOUNDARY
VALUE PROBLEM FOR PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATION

OF THIRD ORDER

A.T. Assanova

In the present communication we consider the initial-boundary value problem for partial
differential equation of third order with two independent variables

∂3u

∂x2∂t
= A(t, x)

∂2u

∂x2
+B(t, x)

∂2u

∂x∂t
+ C(t, x)

∂u

∂x
+D(t, x)

∂u

∂t
+ E(t, x)u+ f(t, x), (1)

P2(x)
∂2u(0, x)

∂x2
+ P1(x)

∂2u(t, x)

∂x∂t

∣∣∣∣
t=0

+ P0(x)
∂u(0, x)

∂x
+ S2(x)

∂2u(0, x)

∂x2
+

+ S1(x)
∂2u(t, x)

∂x∂t

∣∣∣∣
t=0

+ S0(x)
∂u(0, x)

∂x
= ϕ(x), x ∈ [0, ω], (2)

u(t, 0) = ψ1(t), t ∈ [0, T ], (3)

∂u(t, x)

∂x

∣∣∣∣
x=0

= ψ2(t), t ∈ [0, T ], (4)

where u(t, x) is unknown function, the functions A(t, x), B(t, x), C(t, x), D(t, x), E(t, x)
and f(t, x) are continuous on Ω = [0, T ] × [0, ω], the functions Pi(x), Si(x), i = 0, 2,
ϕ(x) are continuous on [0, ω], the functions ψ1(t) and ψ2(t) are continuously differen-
tiable on [0, T ].

The function u(t, x) ∈ C(Ω, R) that has partial derivatives

∂u(t, x)

∂x
∈ C(Ω, R),

∂u(t, x)

∂t
∈ C(Ω, R),

∂2u(t, x)

∂x2
∈ C(Ω, R),

∂2u(t, x)

∂x∂t
∈ C(Ω, R),

∂3u(t, x)

∂x2∂t
∈ C(Ω, R)

is called a classical solution to problem (1)–(4) if it satisfies equation (1) for all (t, x) ∈ Ω
and boundary conditions (2)–(4).

Currently, the problems of mathematical physics connected with the description of
wave motion of liquids of different nature are drawn by great attention. This interest is
caused not only by big applied importance of these problems, but their new theoretical and
mathematical content often do not have analogues in the classical mathematical physics.
One of the important classes of such problems are the initial-boundary value problems
for higher order partial differential equations [1, 2]. Based on them, the conditions for
solvability of considered boundary value problems are obtained, and the ways for finding
their solutions are offered. However, finding the effective signs of unique solvability of
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initial-boundary value problems for higher order partial differential equations, still remains
actual.

In this report we investigate of the questions for unique solvability, well-posedness to
problem (1)�(4). For this we use method of introduction new unknown functions [3, 4]. The
initial-boundary value problem for partial di�erential equation of third order is reduced to a
problem consisting of family of two-point boundary value problems for ordinary di�erential
equations and functional relations. It is established that the well-posed solvability of
problem (1)�(4) is equivalent to the well-posed solvability of family of two-point boundary
value problems for the ordinary di�erential equation. Criterion for well-posed solvability of
problem (1)�(4) is received in the terms of initial data.

Aknowledgement. The work is partially supported by grant of Ministry Education
and Science of the Republic of Kazakhstan (No AP05131220).
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ANDRONOV � HOPF BIFURCATION FOR HYPERBOLIC PARTIAL
DIFFERENTIAL EQUATIONS

I. Kmit, L. Recke

We consider boundary value problems for semilinear first order hyperbolic systems of
the type

∂tuj + aj(x, λ)∂xuj + bj(x, λ, u) = 0, x ∈ (0, 1), j = 1, . . . , n,

uj(0, t) =
n∑

k=m+1

rjkuk(0, t), j = 1, . . . ,m,

uj(1, t) =
m∑
k=1

rjkuk(1, t), j = m+ 1, . . . , n,

with smooth coefficient functions aj and bj such that bj(x, λ, 0) = 0. We state conditions
for Andronov — Hopf bifurcation, i.e. for existence, local uniqueness (up to phase shifts),
smoothness and smooth dependence on λ of time-periodic solutions bifurcating from the
zero stationary solution. Further, we derive a formula which determines the bifurcation
direction and the stability of the bifurcating time-periodic solutions. Finally, we sketch
similar results for semilinear damped wave equations, and we describe applications to
semiconductor laser modelling.

The proofs are done by means of a Lyapunov — Schmidt reduction procedure. For
this purpose, Fredholm properties of the linearized system and implicit function theorem
techniques are used.

There are several distinguishing features of the proofs of Andronov � Hopf bifurcation
theorems for hyperbolic PDEs in comparison with those for parabolic PDEs or for ODEs:
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First, the question of Fredholm solvability of the linearized problem (in appropriate spaces
of time-periodic functions) is essentially more di�cult. Second, the question if a non-
degenerate time-periodic solution of the nonlinear problem depends smoothly on the system
parameters is much more delicate. And third, a su�cient amount of dissipativity is needed
in order to prevent small denominators from coming up, and we present an explicit su�cient
condition for that in terms of the data of the PDEs and of the boundary conditions.

Roughly speaking, the result is as follows: The statements of Andronov � Hopf bifur-
cation theorems for hyperbolic PDEs are similar to those for parabolic PDEs or for ODEs,
but the proofs di�er essentially from those for parabolic PDEs or for ODEs.
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MULTIPERIODIC SOLUTIONS OF A LINEAR AUTONOMOUS SYSTEM
WITH AN OPERATOR OF DIFFERENTIATION WITH RESPECT

TO DIRECTIONS OF THE LYAPUNOV VECTOR FIELD

Zh.A. Sartabanov, B.Zh. Omarova

The unknown n -vector-function x of the time variables τ ∈ (−∞,+∞) = R, (t1, . . .
. . . , tα) = t ∈ Rα, and the spatial variables (ξj, ηj) = ζj) ∈ R2, j = 0, β, (ζ0, . . . , ζβ) =
= ζ ∈ Rk, k = 2 + 2β is determined by a linear autonomous system

Dx = Bx+ f(ζ) (1)

is determined by a linear autonomous system D = ∂/∂τ + 〈e, ∂/∂t〉+〈Aζ + ψ(ζ), ∂/∂ζ〉,
where 〈, 〉 is the scalar product of α -vectors, e = (1, . . . , 1), ∂/∂t = (∂/∂t1, . . . , ∂/∂tα)
and k -vectors Aζ + ψ(ζ),

∂

∂ζ
=

(
∂

∂ζ0

, . . . ,
∂

∂ζβ

)
=

((
∂

∂ξ0

,
∂

∂η0

)
, . . . ,

(
∂

∂ξβ
,
∂

∂ηβ

))
.

The vector �eld dζ
dτ

= Aζ + ψ(ζ) splits into independent systems

dζj
dτ

= Ωjζj + ψj(ζj), Ωj = νjJ2, j = 0, β,

where J2 is the simplistic unit 2×2 -matrix, ν0, . . . , νβ are the rationally incommensurate
positive constants, the vector function ψj(ζj) = (ψj1(ξj, ηj), ψj2(ξj, ηj)) has the properties

ψj1 = −∂Sj/∂ηj, ψj2 = −∂Sj/∂ξj, j = 0, β, and the functions Sj = Sj(ξj, ηj) are
expanded into power series beginning with the third power.

This vector �eld is a special case of the Lyapunov systems and brie�y put

Dζ + ψ(ζ) ∈ L. (2)

All eigenvalues µj, j = 1, n of the matrix B have nonzero real parts

Reµj = Reµj(B) = 0, j = 1, n. (3)
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The vector-function f(ζ) belongs to the class C∞ζ (Rk) of the analytic functions in

the Rk :
f(ζ) ∈ C∞ζ (Rk). (4)

The report discusses the problem of determining dimension α of the time vector t
in connection with the dimension of the basis frequency ν0, . . . , νβ and under conditions
(2)�(4) prove theorems about multiperiodic solutions on the basis of [1�4] homogeneous
systems Dx = 0, Dx = Bx and systems (1) and their properties are incommensurable.
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ÈÍÒÅÃÐÎ-ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ
ÎÏÅÐÀÒÎÐÛ È ÓÐÀÂÍÅÍÈß

ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÎÂÀÍÈß
ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎ ÂÛÑÎÊÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ
Â ÒÅÎÐÈÈ ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÐÀÇÍÎÑÒÅÉ

Â.À. Àêèìîâ

Ðàññìîòðèì êîñîñèììåòðè÷íûé îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ áåñêîíå÷íî âûñîêî-
ãî ïîðÿäêà sh(adx) ∗ f(x) = 0.5(f(x + a) − f(x − a)) â ñòåïåíè m, ò.å. shm(adx), ãäå
a � ðàññòîÿíèå ìåæäó óçëàìè èíòåðïîëèðîâàíèÿ, dx = d/dx � ïðîèçâîäíàÿ ïî ïåðå-
ìåííîé x, f(x) ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Èñïîëüçóÿ áèíîì Íüþòîíà, à òàêæå ñâîéñòâî
îïåðàòîðà ñäâèãà, íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷èì:

shm(adx) ∗ f(x) =
1

2m

[
f(x+ma)− m

1
f(x+ma− 2a) +

m(m− 1)

1 · 2
f(x+ma− 4a)−

− m(m− 1)(m− 2)

1 · 2 · 3
f(x+ma− 6a) + · · ·+ (−1)k

m(m− 1)(m− 2) · · · (m− k + 1)

1 · 2 · 3 · · · k
×

×f(x+ma−2ka)+ . . . +(−1)m−2m(m− 1)

1 · 2
f(x−ma+4a)+(−1)m−1m

1
f(x−ma+2a)+

+ (−1)mf(x−ma)

]
=

1

2m

m∑
k=0

(−1)m−kCk
nf(x−ma+ 2ka) (1)

Èçó÷èì ñâîéñòâà òîëüêî ÷òî ïîëó÷åííîãî íîâîãî ñîîòíîøåíèÿ (1) âçÿâ, íàïðèìåð, â
êà÷åñòâå ïðîáíîé ôóíêöèè ÷àñòî èñïîëüçóåìóþ íà ïðàêòèêå ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ
âèäà fn(x) = sinnx. Íåñëîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî

m=1 : sh adx∗fn(x)=
1

2
[fn(x+a)−fn(x+a)]=

1

2
[sinn(x+a)−sinn(x−a)]=sinna cosnx,

m = 2 : sh2 adx ∗ fn(x) =
1

4
[fn(x+ 2a)− 2fn(x) + fn(x− 2a)] =

=
1

4
[sinn(x+ 2a)− 2 sinnx+ sinn(x− 2a)] = − sin2 na sinnx,

m = 3 : sh3 adx ∗ fn(x) =
1

8
[fn(x+ 3a)− 3fn(x+ a) + 3fn(x− a)− fn(x− 3a)] =

=
1

8
{sinn(x+ 3a)− sinn(x− 3a)− 3[sinn(x+ a)− sinn(x− a)]} = − sin3 na cosnx,

à â îáùåì ñëó÷àå èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

shm adx ∗ sinnx = (−1)m sinm na · cos(nx+mπ). (2)

Åñëè â êà÷åñòâå ïðîáíîé ôóíêöèè âçÿòü fmn (x) = xm sinnx, òî ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ

f(x−ma+ 2ka) = sinn(x−mπ + 2kπ) = (−1)m sinnx, k = 0, 1, 2, · · · ,m,
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1

2m

m∑
k=0

(−1)m−kCk
nf(x−ma+ 2ka) = shm(adx) ∗ f(x) = shm(adx) ∗ xm =

= [(adx)
m +

m

3!
(adx)

m+2 + · · · ] ∗ xm = m!am (3)

ôîðìóëà (1) ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ è ïðèíèìàåò âèä

shm(adx) ∗ [xm sinnx] = (−1)mm!am sinnx. (4)

Òàêèì îáðàçîì, â íàñòîÿùåé ðàáîòå íà îñíîâàíèè ôîðìóë (1)�(4), ïîëó÷åííûõ ïî-
ñðåäñòâîì äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ áåñêîíå÷íî âûñîêîãî ïîðÿäêà, ïîêàçàí ïå-
ðåõîä îò ðàçíîñòíûõ ñõåì ñ îáû÷íîé ðàâíîîòñòîÿùåé ðåøåòêîé ê ðàçíîñòíûì ñõåìàì ñ
äâóõñòîðîííåé ñèììåòðè÷íîé ðàâíîîòñòîÿùåé ðåøåòêîé, ÷òî â äàëüíåéøåì ïîçâîëèò
â òåîðèè êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé îñóùåñòâëÿòü áîëåå òî÷íóþ èíòåðïîëÿöèþ ôóíêöèé.

ÎÁ ÎÑÍÎÂÍÛÕ ÎÑÖÈËËßÖÈÎÍÍÛÕ ÑÂÎÉÑÒÂÀÕ ÄÐÎÁÍÛÕ
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

Ò.Ñ. Àëåðîåâ

Ïîä ñèìâîëîì dα/dxα áóäåì ïîäðàçóìåâàòü îïåðàòîð äðîáíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ (â
ñìûñëå Ðèìàíà � Ëèóâèëëÿ) ïðè α < 0 è äðîáíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (â ñìûñ-
ëå Ðèìàíà � Ëèóâèëëÿ) [1] ïðè α > 0. Ïóñòü {γk}2

0 -íåêîòîðîå ìíîæåñòâî äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ 0 < γj 6 1, (0 6 j 6 2). Îáîçíà÷èì

σk =
∑k

j=0 γj − 1, µk = σk + 1 =
∑k

j=0 γj, 0 6 k 6 2, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî σ2 =

= µ2 − 1 =
∑2

j=0 γj − 1 > 0. Ñëåäóÿ Ì.Ì. Äæðáàùÿíó [1], ðàññìîòðèì èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû

D(σ0)f(x) ≡ d−(1−γ0)

dx−(1−γ0)
f(x), D(σ1)f(x) ≡ d−(1−γ1)

dx−(1−γ1)

dγ0

dxγ0
f(x),

D(σ2)f(x) ≡ d−(1−γ2)

dx−(1−γ2)

dγ1

dxγ1
dγ0

dxγ0
f(x),

âïåðâûå ââåäåííûå Ì.Ì. Äæðáàùÿíîì ïðè èññëåäîâàíèè óðàâíåíèÿ

D(σ2)u(x)− λu(x) = 0.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ñïåêòðàëüíîìó àíàëèçó çàäà÷

1

Γ(α)

x∫
0

(x− t)α−1u′′(t) + λu(x) = 0, (1)

u(0) = 0, u(1) = 0, (2)

1

Γ(α)

d

dx

x∫
0

u
′
(τ)

(x− τ)1−α dτ + λu(x) = 0, (3)

u(0) = 0, u(1) = 0. (4)
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Â ÷àñòíîñòè, â íåé äîêàçàíû ñëåäóþùèå òåîðåìû.
Òåîðåìà 1. Åñëè

0 < α <

(
32π2

9
+

2

3

)−1

,

òî ïåðâîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî çàäà÷è (1), (2) ïîëîæèòåëüíîå è ïðîñòîå, à òàêæå
îñíîâíîé òîí íå èìååò óçëîâ. Ïðè α > 2/3, âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è (1),
(2) êîìïëåêñíûå.

Òåîðåìà 2. Ïåðâîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî λ1 çàäà÷è (3), (4) ïîëîæèòåëüíîå, ïðî-
ñòîå è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

0 < λ−1
1 <

Γ(2 + 2α)

Γ(1 + α)
,

à òàêæå îñíîâíîé òîí íå èìååò óçëîâ ïðè âñåõ 0 < α < 1.

Ëèòåðàòóðà
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ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈß È ÌÍÅÌÎÔÓÍÊÖÈÈ ÍÀ ÎÊÐÓÆÍÎÑÒÈ

À.Á. Àíòîíåâè÷, Ò.Ã. Øàãîâà

Ïðîñòðàíñòâî îáîáùåííûõ ôóíêöèé (ðàñïðåäåëåíèé) D′(S1) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñî-
ïðÿæåííîå ê ïðîñòðàíñòâó C∞(S1), ñíàáæåííîìó ñ÷åòíîé ñèñòåìîé íîðì pm [1, 2].
Ïðîñòðàíñòâî L1(S1) âêëàäûâàåòñÿ â D′(S1) ïî ôîðìóëå

L1(S1) 3 u→ 〈u, ϕ〉 =
1

2π

∫
u(z)ϕ(z) |dz|.

Ïîñêîëüêó êàæäàÿ ôóíêöèÿ ϕ èç C∞(S1) ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä Ôóðüå ϕ(z) =
∑∞
−∞ ϕkz

k,
ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ ϕk óáûâàåò áûñòðåå ëþáîé ñòåïåíè k, ýëå-
ìåíòû èç D′(S1) ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ðÿäîâ Ôóðüå u =

∑∞
−∞Ckz

k, ãäå Ck = 〈u, zk〉
è ýòè êîýôôèöèåíòû äëÿ êàæäîãî u âîçðàñòàþò íå áûñòðåå íåêîòîðîé ñòåïåíè k.
Ðàñïðåäåëåíèå u, êàê ôóíêöèîíàë, äåéñòâóåò ïî ôîðìóëå 〈u, ϕ〉 =

∑∞
−∞Ckϕk.

Â ïðîñòðàíñòâå D′(S1) çàäàíî äèôôåðåíöèðîâàíèå è óìíîæåíèå íà ãëàäêèå ôóíê-
öèè, íî íå îïðåäåëåíî ïðîèçâåäåíèå ïðîèçâîëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî
òàêèå ïðîèçâåäåíèÿ âñòðå÷àþòñÿ â ðÿäå ïðèëîæåíèé, áûëè ïîñòðîåíû äðóãèå îáîáùå-
íèÿ ïîíÿòèÿ ôóíêöèè, êîòîðûå íàçûâàþò íîâûìè îáîáùåííûìè ôóíêöèÿìè èëè ìíå-
ìîôóíêöèÿìè [3, 4]. Â ñëó÷àå îêðóæíîñòè íàèáîëåå ïðîñòàÿ êîíñòðóêöèÿ ñëåäóþùàÿ.
Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñåìåéñòâà áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé fε, çàâèñÿùèå
îò ìàëîãî ïàðàìåòðà ε, òàêèå, ÷òî ïðè íåêîòîðîì q èìååò ìåñòî îöåíêà

pm(fε) 6 C/εm+q.

Ìíîæåñòâî G̃(S1), òàêèõ ñåìåéñòâ ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé. Â íåé âûäåëÿåòñÿ èäåàë

J(S1) = {fε : ∀p è m∃C : pm(fε) 6 Cεp}.

Àëãåáðà ìíåìîôóíêöèé îïðåäåëÿåòñÿ êàê ôàêòîð-àëãåáðà G(S1) = G̃(S1)/J(S1).
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Âçàèìîñâÿçü ñ ïðîñòðàíñòâîì ðàñïðåäåëåíèé óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ îòíîøå-
íèÿ àññîöèèðîâàííîñòè Ïóñòü Gas ⊂ G(S1) ñîñòîèò èç ñåìåéñòâ, ñõîäÿùèõñÿ â D′(S1).
Íà Gas îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå àññîöèèðîâàííîñòè:

Gas 3 [fε]→ Lim ([fε]) := lim
ε→0

fε ∈ D′(S1).

Ýòî îòîáðàæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûìè, è ñ êàæäûì ðàñïðåäåëåíèåì u ñâÿçàíî
îáøèðíîå ñåìåéñòâî ìíåìîôóíêöèé, àññîöèèðîâàííûõ ñ u.

Äàëåå ñòðîÿòñÿ ïðàâûå îáðàòíûå ê Lim, ò.å. ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ R : D′(S1)→
→ G(S1) òàêèå, ÷òî LimR(u) = u. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, êàæäîå òàêîå R çàäàåò
ñïîñîá àïïðîêñèìàöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè è ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì
D′(S1) â àëãåáðó ìíåìîôóíêöèé.

Çàäàííîå R ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ïðîèçâåäåíèå ðàñïðåäåëåíèé uv = R(u)R(v) ∈
∈ G(S1), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ìíåìîôóíêöèåé. Åñëè ïðîèçâåäåíèå R(u)R(v) àññîöèèðî-
âàíî ñ ðàñïðåäåëåíèåì h, òî h ñ÷èòàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì uv, ïîðîæäåííûì çàäàííûì
ñïîñîáîì àïïðîêñèìàöèè R. Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò ìíîæåñòâî ïàð ðàñïðåäåëå-
íèé, äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëåíî ïðîèçâåäåíèå â óêàçàííîì ñìûñëå, òàêæå ÿâëÿþùååñÿ
ðàñïðåäåëåíèåì. Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ îïèñàíèå ìíîæåñòâà òàêèõ ïàð è âû÷èñëåíèå
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîèçâåäåíèé.

Ïðåäñòàâëåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ u â âèäå ðÿäà (1) ïîðîæäàåò åñòåñòâåííóþ àïïðîê-
ñèìàöèþ u ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè:

R(u) = uε(z) =
∞∑
−∞

Ck(1− sign kε)|k|zk. (1)

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå ïðîèçâåäåíèé ðàñïðåäåëåíèé, ïîðîæäåííûõ óêàçàí-
íûì ñïîñîáîì àïïðîêñèìàöèè.

Â ïðîñòðàíñòâå D′(S1) âûäåëèì ïîäïðîñòðàíñòâà D′+(S1) = {u : Ck = 0ïðèk < 0}
D′−(S1) = {u : Ck = 0 ïðè k > 0}.

Òåîðåìà. Ïðè ñïîñîáå àïïðîêñèìàöèè (1) êàæäîå èç ïîäïðîñòðàíñòâ D′±(S1)
ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé îòíîñèòåëüíî ââåäåííîãî óìíîæåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, îñíîâíûå ñëîæíîñòè ñâÿçàíû ñ èññëåäîâàíèåì ïðîèçâåäåíèé ýëå-
ìåíòîâ èç D′+(S1) íà ýëåìåíòû èç D′−(S1).

Ïðèìåðû. Â ðàçëè÷íûõ âîïðîñàõ àíàëèçà àêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ ôóíêöèè âèäà
1/(z − ξ)n. Ïðè |ξ| = 1 òàêèå ôóíêöèè íåèíòåãðèðóåìû, íî êàæäîé èç íèõ åñòå-
ñòâåííî ñîîòâåòñòâóåò öåëîå ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé. Â ÷àñòíîñòè, îñîáûé èíòåðåñ
ïðåäñòàâëÿþò ðàñïðåäåëåíèå P(1/(z−1)) è δ -ôóíêöèè. Îíè çàäàþòñÿ âûðàæåíèÿìè〈

P

(
1

z − 1

)
, ϕ

〉
=

∫
S1

1

z − 1
ϕ(z) dz,

ãäå èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ïî Êîøè. Çàìåòèì, ÷òî ñèí-
ãóëÿðíûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð Êîøè íà îêðóæíîñòè çàäàåòñÿ èìåííî ñ ïîìîùüþ
ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. δ -ôóíêöèÿ, ñîñðåäîòî÷åííàÿ â òî÷êå 1, ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëîì
〈δ1, ϕ〉 = ϕ(1).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâåäåíèé âèäà[
A1P

(
1

z − 1

)
+ A2δ1

][
B1P

(
1

z − 1

)
+B2δ1

]
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è âûäåëåíû ñëó÷àè, êîãäà òàêîå ïðîèçâåäåíèå ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì. Íåêîòîðûå
èç ïîëó÷åííûõ óòâåðæäåíèé ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè ðîäñòâåííûõ óòâåðæäåíèé äëÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèé íà ïðÿìîé, ïîëó÷åííûõ åùå â êíèãå [2].
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ÎÁ ÓÐÀÂÍÅÍÈßÕ ÏÅÐÅÌÅÍÍÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ

Â.Á. Âàñèëüåâ

0. Â ðàáîòå èçó÷àþòñÿ ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû è óðàâíåíèÿ â ïðî-
ñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà � Ñëîáîäåöêîãî ïåðåìåííîãî ïîðÿäêà. Ïîäîáíûå èññëåäîâàíèÿ
ïðîâîäèëèñü è ðàíåå (ñì. ðàáîòû [1, 2]), îäíàêî íå ïîëó÷èëè äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ.
Àâòîð ðàíåå èçó÷àë ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â îáëàñòÿõ ñ íåãëàäêîé ãðà-
íèöåé [4�8] è âûðàæàåò íàäåæäó, ÷òî ìîæíî ñóùåñòâåííî ðàñøèðèòü îáëàñòü ïðè-
ìåíåíèÿ ðàçâèòûõ ìåòîäîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ëîêàëüíîãî ïðèíöèïà [3] è ïðèíöèïà
ôàêòîðèçóåìîñòè [4].

1. Ïóñòü s : Rm → R � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì:

1) ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë lim
|x|→+∞

s(x),

2) ôóíêöèÿ s(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà íà Rm, ò.å. ñóùåñòâóåò ïîñòî-
ÿííàÿ C > 0 òàêàÿ, ÷òî |s(x1)− s(x2)| 6 c|x1 − x2|, ∀x1, x2 ∈ Rm.

Äëÿ ôèêñèðîâàííîé òî÷êè x ∈ Rm ìû ââîäèì ñëåäóþùåå
Îïðåäåëåíèå 1. Ïî îïðåäåëåíèþ, ëîêàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì Ñîáîëåâà � Ñëîáî-

äåöêîãî Hs(x)(Rm) ñîñòîèò èç (îáîáùåííûõ) ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà âåëè÷èíà

‖u‖s(x) ≡
( ∫

Rm

(1 + |ξ|)2s(x)|ũ(ξ)|2 dξ
)1/2

,

ãäå ũ îáîçíà÷àåò ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè u.
Âåëè÷èíà ‖u‖s(x) íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíîé Hs -íîðìîé ôóíêöèè u.
Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü íà Rm × Rm çàäàíà ôóíêöèÿ A(x, ξ). Ïñåâäîäèôôåðåí-

öèàëüíûì îïåðàòîðîì A ñ ñèìâîëîì A(x, ξ) íàçûâàåòñÿ îïåðàòîð âèäà

(Au)(x) =

∫
Rm

∫
Rm

A(x, ξ)ei(x−y)ξu(y) dy dξ, x ∈ Rm.

Ôóíêöèÿ A(x, ξ) íàçûâàåòñÿ ñèìâîëîì îïåðàòîðà A.
2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ α : Rm → R+ îáëàäàåò òàêèìè æå ñâîéñòâàìè, ÷òî

è ôóíêöèÿ s(x).
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Îïðåäåëåíèå 3. Êëàññ ñèìâîëîâ Eα(x) ñîñòîèò èç ôóíêöèé A(x, ξ), îïðåäåëåí-

íûõ íà Rm×Rm è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì c1(1+|ξ|)α(x) 6 |A(x, ξ)| 6 c2(1+|ξ|)α(x),
äëÿ ëþáîé òî÷êè x0 ∈ Rm íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü Ux0 , ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ Ux0
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |A(x, ξ) − A(x0, ξ)| 6 c3|x − x0|(1 + |ξ|)α(x), ãäå c1, c2, c3 �
ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå. Ôóíêöèþ α(x) íàçîâåì ïåðåìåííûì ïîðÿäêîì ïñåâäî-
äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà (ñèìâîëà).

ßñíî, ÷òî êëàññ Eα(x) ñîñòîèò èç ýëëèïòè÷åñêèõ ñèìâîëîâ, ò.å. òàêèõ, ÷òî

inf
(x,ξ)∈Rm×Rm

|A(x, ξ)| > 0.

Çàôèêñèðóåì x0 ∈ Rm. Îïåðàòîð ñ ñèìâîëîì A(x0, ξ) áóäåì îáîçíà÷àòü Ax0 . Òî-
ãäà ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ 3 ëåãêî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ëåììà 1. Åñëè A(x0, ξ) ∈ Eα(x0), òî îïåðàòîð Ax0 îãðàíè÷åí â ëîêàëüíîì ïðî-

ñòðàíñòâå Ñîáîëåâà � Ñëîáîäåöêîãî, Ax0 : Hs(x0) → Hs(x0)−α(x0).

Îïðåäåëåíèå 4. Îïåðàòîð Ax0 ìû íàçîâåì ëîêàëüíûì ïðåäñòàâèòåëåì îïåðàòîðà
A â òî÷êå x0 ∈ Rm, è îïåðàòîð A íàçûâàåì ëîêàëüíî îãðàíè÷åííûì â òî÷êå x0, åñëè
îïåðàòîð Ax0 : Hs(x0) → Hs(x0)−α(x0) îãðàíè÷åí.

3. Ïóñòü S(Rm) � ïðîñòðàíñòâî Øâàðöà áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ áûñòðî
óáûâàþùèõ íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèé. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî S(Rm)) ⊂ Hs(x)(Rm),
∀x ∈ Rm, è ÿâëÿåòñÿ âñþäó ïëîòíûì ïîäìíîæåñòâîì. Îáîçíà÷èì Hs ïðîñòðàíñòâî,
ïîëó÷åííîå çàìûêàíèåì S(Rm) ïî íîðìå ‖u‖s = sup

x∈Rm

‖u‖s(x).

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû îá îïåðàòîðàõ ïåðåìåííîãî ïîðÿäêà çàêëþ÷åíû â ñëåäóþùèõ
äâóõ òåîðåìàõ.

Òåîðåìà 1. Åñëè îïåðàòîð A ñ ñèìâîëîì A(x, ξ) ëîêàëüíî îãðàíè÷åí, òî îí
îãðàíè÷åí A : Hs → Hs−α.

Òåîðåìà 2. Åñëè ëîêàëüíûå ïðåäñòàâèòåëè Ax0 : Hs(x0) → Hs(x0)−α(x0) îïåðàòîðà
A îáðàòèìû â êàæäîé òî÷êå Rm, âêëþ÷àÿ áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ, òî îïåðàòîð A :
Hs → Hs−α ôðåäãîëüìîâ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè
Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè (ïðîåêò 1.7311.2017/8.9).
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ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÎÁÎÁÙÅÍÍÎÃÎ ÈÍÄÅÊÑÀ ÂÐÀÙÅÍÈß
ÂÅÊÒÎÐÍÛÕ ÏÎËÅÉ ÍÀ ÃÐÓÏÏÀÕ

Ï.À. Ãîëóá, À.Ð. Ìèðîòèí

Âñþäó íèæå G � íåòðèâèàëüíàÿ ñâÿçíàÿ êîìïàêòíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ñ ëèíåéíî
óïîðÿäî÷åííîé ãðóïïîé õàðàêòåðîâ X, ñ ïîëîæèòåëüíûì êîíóñîì X+. Äðóãèìè ñëî-
âàìè, â ãðóïïå X âûäåëåíà ïîäïîëóãðóïïà òàêàÿ, ÷òî X+

⋂
X−1

+ = {1} è X+

⋃
X−1

+ =
= X. Îòìåòèì, ÷òî äèñêðåòíàÿ àáåëåâà ãðóïïà X ìîæåò áûòü ëèíåéíî óïîðÿäî÷åíà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå ãðóïïà õàðàêòåðîâ G ñâÿçíà [3]; ïðè ýòîì ëèíåéíûé
ïîðÿäîê â X íå åäèíñòâåííûé.

Â [1], �3 áûëî äàíî îïðåäåëåíèå è ðàññìîòðåíû âàæíûå ñâîéñòâà èíäåêñà âðàùåíèÿ
äâóìåðíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ãðóïïå G, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì êëàññè÷å-
ñêîãî èíäåêñà âðàùåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [2]). Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îáîáùå-
íèå èíäåêñà âðàùåíèÿ íà áåñêîíå÷íûé ñëó÷àé è óñòàíîâëåíèå åãî îñíîâíûõ ñâîéñòâ.

Äàëåå C(G)−1 áóäåò îáîçíà÷àòü ãðóïïó îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ àëãåáðû C(G) íå-
ïðåðûâíûõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé íà ãðóïïå G; ñèìâîë # îáîçíà÷àåò ÷èñëî
ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà èëè +∞, åñëè ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íî. Èíäåêñ âðà-
ùåíèÿ ôóíêöèé èç C(G)−1 îïðåäåëèì â äâà ýòàïà.

Îïðåäåëåíèå 1. Èíäåêñà âðàùåíèÿ õàðàêòåðà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

indχ :=

{
#(X+\χX+), χ ∈X+

−indχ−1, χ /∈X+.

Ïóñòü X i � ïîäãðóïïà õàðàêòåðîâ ñ êîíå÷íûìè èíäåêñàìè. Ñîãëàñíî [1], X i =
= {χn1 , n ∈ Z}, åñëè â X i ñóùåñòâóåò íàèìåíüøèé (ñòðîãî) ïîëîæèòåëüíûé ýëå-
ìåíò χ1, è X i = {1} â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Òîãäà îïðåäåëåíèå 1 ìîæíî ýêâèâàëåíòíî
çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

indχ =


n, χ = χn1 ,

+∞, χ ∈ X+\X i,

−∞, χ ∈ X−\X i.

.

Íèæå èñïîëüçóåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ ϕ ∈ C(G)−1 ïðåäñòàâèìà â âèäå
χeg, g ∈ C(G), χ ∈ X (ðàçëîæåíèå Áîðà � âàí Êàìïåíà [4]), ïðè÷åì õàðàêòåð χ â
ýòîì ðàçëîæåíèè îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî [5].

Îïðåäåëåíèå 2. Èíäåêñ âðàùåíèÿ ôóíêöèè ϕ ∈ C(G)−1 åñòü èíäåêñ âðàùåíèÿ
åå õàðàêòåðà â ðàçëîæåíèè Áîðà � âàí Êàìïåíà.

Òåîðåìà 1 (ñâîéñòâà èíäåêñà).
1) Îòîáðàæåíèå ind : X → Z

⋃
{±∞} ñîõðàíÿåò ïîðÿäîê. Òî÷íåå ãîâîðÿ, ñïðà-

âåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

∀χ1, χ2 ∈ X χ1 > χ2 ⇒ indχ1 > indχ2;

∀χ1, χ2 ∈ X indχ1 < indχ2 ⇒ χ1 < χ2.

2) (Ñâîéñòâî ëîãàðèôìè÷íîñòè èíäåêñà.) Èíäåêñ ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ôóíêöèé èç
C(G)−1 ðàâåí ñóììå èõ èíäåêñîâ, åñëè ýòà ñóììà èìååò ñìûñë.

3) (Òåîðåìà î ïðîèçâåäåíèè âðàùåíèé). Èíäåêñ âðàùåíèÿ êîìïîçèöèè ôóíêöèè
C(G)−1 ñ ôóíêöèåé èç C(T)−1 åñòü ïðîèçâåäåíèå èíäåêñîâ âðàùåíèÿ èñõîäíûõ ôóíê-
öèé (êàê îáû÷íî, 0 · ∞ := 0).
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Òåîðåìà 2 (îáîáùåíèå òåîðåìû Áðàóýðà � Õîïôà). Äâå ãîìîòîïíûå ôóíêöèè
èç C(G)−1 èìåþò îäèíàêîâûé èíäåêñ âðàùåíèÿ. Îáðàòíî, åñëè ó äâóõ ôóíêöèè èç
C(G)−1 èíäåêñû âðàùåíèÿ ñîâïàäàþò è êîíå÷íû, òî ýòè ôóíêöèè ãîìîòîïíû.

Òåîðåìà 3 (õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà èíäåêñà). Èíäåêñ âðàùåíèÿ åäèíñòâåí-
íûé (ñ òî÷íîñòüþ äî öåëî÷èñëåííîãî ìíîæèòåëÿ) ãîìîòîïè÷åñêèé èíâàðèàíò â
C(G)−1 ñî ñâîéñòâîì ëîãàðèôìè÷íîñòè, ñîãëàñîâàííûé ñ ïîðÿäêîì â ãðóïïå õàðàê-
òåðîâ.

Äàëåå ôóíêöèþ ϕ áóäåì íàçûâàòü íå÷åòíîé, åñëè íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò a ∈
∈ G, a 6= e, a2 = e, ÷òî ∀x ∈ G ϕ(ax) = −ϕ(x).

Òåîðåìà 4 (îáîáùåíèå òåîðåìû Áîðñóêà � Õîïôà). Èíäåêñ âðàùåíèÿ íå÷åòíîé
ôóíêöèè íå÷åòíûé èëè áåñêîíå÷íûé.

Òåîðåìà 5 (îáîáùåíèå òåîðåìû Ïóàíêàðå � Áîëÿ). Åñëè èíäåêñû äâóõ ôóíêöèé
èç C(G)−1 íå ðàâíû, òî ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíà òî÷êà, â êîòîðîé çíà÷å-
íèÿ ôóíêöèé (ðàññìàòðèâàåìûõ êàê âåêòîðû â R2) íàïðàâëåíû â ïðîòèâîïîëîæíûå
ñòîðîíû.

Ñëåäñòâèå. Åñëè èíäåêñû äâóõ ôóíêöèé èç C(G)−1 íå ðàâíû, òî ñóùåñòâóåò ïî
êðàéíåé ìåðå îäíà òî÷êà, â êîòîðîé çíà÷åíèÿ ôóíêöèé íàïðàâëåíû â îäíó ñòîðîíó.

Ëèòåðàòóðà

1. Ìèðîòèí À.Ð. Ôðåäãîëüìîâû è ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà òåïëèöåâûõ îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàí-
ñòâàõ H p íàä óïîðÿäî÷åííûìè ãðóïïàìè // Ìàò. ñá. 2011. Ò. 5 (202). C. 101�116.

2. Êðàñíîñåëüñêèé Ì. Âåêòîðíûå ïîëÿ íà ïëîñêîñòè. Ì., 1963.
3. Ïîíòðÿãèí Ë.Ñ. Íåïðåðûâíûå ãðóïïû. Ì., 1954.
4. van Kampen E.R. On Almost Periodic Functions of Constant Absolute Value // Journal of the

London Mathematical Society. 1937. s1�12. P. 3�6.
5. Ãîðèí Å.À. Ôóíêöèîíàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèé âàðèàíò òåîðåìû Áîðà � âàí Êàìïåíà // Ìàò. ñá.

1970. T. 82. (124). Âûï. 2. C. 260�272.

ÇÀÄÀ×À ÌÈËÍÀ Â ÔÎÐÌÓËÀÕ È ÃÐÀÔÈÊÅ

Â.Â. Ãîðèí

Èñïðàâëåíû îøèáêè â ïîñòàíîâêå ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è î ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
òâåðäûõ øàðîâ â áåñêîíå÷íîì ðàññåèâàþùåì ïîëóïðîñòðàíñòâå, îãðàíè÷åííîì ïîãëî-
ùàþùåé ñòåíêîé. Îïèñàíû ñâîéñòâà ðåøåíèÿ è ïîñòðîåíû ãðàôèêè, èëëþñòðèðóþùèå
åãî ïîâåäåíèå. Çàäà÷à èìååò ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå â ôèçèêå íåéòðîíîâ, ðàññåÿíèÿ èç-
ëó÷åíèÿ, ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ è äëÿ ôèçèêè ïëàçìû.

Äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (ÔÐ) f(x, ξ), x > 0, −1 6 ξ 6 1, ξ = cosϑ ðàññìîò-
ðèì çàäà÷ó

ξ
∂f

∂x
+ f − 1

2

+1∫
−1

dξ′f(x, ξ′) = 0, x > 0, −1 6 ξ 6 1, (1)

f(0, ξ) = 0, 0 < ξ 6 1, (2)

f(x, ξ) > 0, x > 0, −1 6 ξ 6 1. (3)

Çàäà÷à ïðèâåäåíà ê áåçðàçìåðíîìó âèäó, íå ñîäåðæàùåìó íèêàêèõ ïàðàìåòðîâ. Ñêî-
ðîñòü ÷àñòèö è ñðåäíÿÿ ÷àñòîòà èõ ñòîëêíîâåíèé ñî ñëó÷àéíûìè ðàññåèâàþùèìè öåí-
òðàìè ðàâíà åäèíèöå.
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Â ìîíîãðàôèÿõ [1, c. 913; 2, c. 300] ïðåäëàãàåòñÿ ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà áåñêîíå÷-
íîñòè:

f(∞, ξ) = 0, −1 < ξ < 0. (4)

Ïðè âíèìàòåëüíîì ðàññìîòðåíèè ïîñòàíîâêè çàäà÷è ýòî óñëîâèå îêàçûâàåòñÿ íå òîëü-
êî ëèøíèì, íî è íåïðàâèëüíûì: çàäà÷à (1)�(4) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå � òðèâè-
àëüíîå íóëåâîå. Ïîñêîëüêó çàäà÷à ëèíåéíàÿ è îäíîðîäíàÿ, âìåñòî óñëîâèÿ íà áåñêî-
íå÷íîñòè ñëåäóåò çàäàòü ïëîòíîñòü ïîòîêà ÷àñòèö (êîòîðàÿ, â ñèëó óðàâíåíèÿ (1), íå
çàâèñèò îò x) :

1∫
−1

dξ ξ f(x, ξ) = −1

3
. (5)

Ââåäåíèå ïëîòíîñòè ÷àñòèö

n(x) =

+1∫
−1

dξ f(x, ξ), (6)

ïîçâîëÿåò âûðàçèòü ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3) â âèäå

f(x, ξ) =
1

2

∞∫
0

dy e−yn(x− yξ), ξ < 0;

f(x, ξ) =
1

2

x/ξ∫
0

dy e−yn(x− yξ), ξ > 0; f(x, 0) =
1

2
n(x). (7)

Ïðè ýòîì ïëîòíîñòü ÷àñòèö (6) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Âèíåðà � Õîïôà:

n(x) = −1

2

∞∫
0

dx′n(x′)Ei(−|x− x′|), Ei(z) =

z∫
−∞

dt
et

t
, z < 0. (8)

Ìåòîäîì Âèíåðà � Õîïôà óäàåòñÿ ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8):

n(x)=
1

2π

+∞+iµ∫
−∞+iµ

dk
ik − 1

k2
exp

(
ik

2π

+∞−iβ∫
−∞−iβ

dη
1

η(η − k)
ln

(
1+η2

η2

(
1− arctg η

η

))
− ikx

)
, (9)

ãäå 0 < µ, 0 < β < 1. Çäåñü íîðìèðîâî÷íûé êîýôôèöèåíò � ïîëèíîì íóëåâîé ñòåïå-
íè � ïîäîáðàí òàê, ÷òîáû ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3) îêàçàëîñü âåùåñòâåííûì, à òàêæå
óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ (5). Âûäåëåíèå ñèíãóëÿðíîé ïðè k → 0 ÷àñòè îáðàçà Ôó-
ðüå ðåøåíèÿ (9) äàåò àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïëîòíîñòè ïðè x→∞ :

n(x)→ n(s)(x) = x+ C, C ≈ 0.710446089. . . (10)

Ïðè ýòîì àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(3), (5) èìååò âèä

f(x, ξ)→ (x− ξ + C)/2, x→∞. (11)

Ïî-âèäèìîìó, ýòî ðåçóëüòàò íåîæèäàííûé äëÿ àâòîðîâ óïîìÿíóòûõ ìîíîãðàôèé, íî
õîðîøî èçâåñòíûé â ôèçèêå ïëàçìû êàê ¾äâó÷ëåí Ëîðåíöà¿ [3, ñ. 283] (âûðàæåíèå
(11) � ïîëèíîì ïåðâîé ñòåïåíè ïî ξ = cosϑ).
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Ôîðìóëû Âèíåðà � Õîïôà äàþò óäîáíûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ÔÐ íà ñòåíêå ïðè
x = 0 (ñì. ðèñ. 1), à òàêæå çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè íà ñòåíêå: n(0) ≈ 0.577350272. . .
Ñàìî æå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8) ëåã÷å ïîëó÷èòü ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, çíàÿ
àñèìïòîòèêó (10) (ñì. ðèñ. 2�4).

Ðèñ. 1. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö íà ñòåíêå
ïî êîñèíóñó óãëà íàêëîíà ñêîðîñòè ê íîðìàëè.

Ðèñ. 2. Âû÷èñëåíèÿ ãðàôèêà ïëîòíîñòè ÷àñòèö â
ïàêåòå ¾Ìàòåìàòèêà 9.0¿ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ (ìåòîä Ãàëåðêèíà [4]), χmax = 5. ×èñëî óç-
ëîâ ñåòêè ðàâíî 1001.

Ðèñ. 3. Íåâÿçêà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (8) êàê ôóíê-
öèÿ χ â ìåòîäå Ãàëåðêèíà ïðè ÷èñëå óçëîâ 1001.

Ðèñ. 4. Ìàêñèìóì íåâÿçêè âû÷èñëåíèé ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (8) â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà óçëîâ N â
ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. χmax = lnN.

Êàê ýòî íè óäèâèòåëüíî, ïðîñòîé íàáîð ôîðìóëû Âèíåðà � Õîïôà (9), íàïðèìåð,
â ïàêåòå ¾Ìàòåìàòèêà 9.0¿ ê ïîñòðîåíèþ ãðàôèêà, ïîäîáíîãî ðèñ. 2, íå ïðèâîäèò.
Ïî âñåé âåðîÿòíîñòè, íóæíû ñïåöèàëüíûå ìåòîäû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ýòîãî
âûðàæåíèÿ.
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Î ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÈ ÑÈÑÒÅÌ ÍÅÀÂÒÎÍÎÌÍÛÕ
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

À.È. Æóê, Í.À. Ëèïñêàÿ

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó íà îòðåçêå T = [0, a] ⊂ R :

ẋi(t) =

q∑
j=1

f ij(t, x(t))L̇j(t), i = 1, p, (1)
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ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = x0, ãäå f ij, i = 1, p, j = 1, q � íåêîòîðûå ôóíêöèè,
x(t) = [x1(t), x2(t), . . . , xp(t)], à Li(t), i = 1, q � ôóíêöèè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè íà
îòðåçêå T. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèè Lj(t), j = 1, q,
íåïðåðûâíû ñïðàâà, Lj(0) = Lj(0−) = 0 è Lj(a−) = Lj(a), j = 1, q.

Çàäà÷å (1) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñëåäóþùóþ êîíå÷íî-ðàçíîñòíóþ çàäà÷ó ñ îñ-
ðåäíåíèåì

xin(t+ hn)− xin(t) =

q∑
j=1

f ijn (t, xn(t))[Ljn(t+ hn)− Ljn(t)], i = 1, p, (2)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì xn(t)|[0,hn) = xn0(t). Çäåñü Ljn(t) = (Lj ∗ρn)(t) =
∫ 1/n

0
Lj(t+s)×

× ρn(s) ds, ãäå ρn(t) = nρ(nt), ρ > 0, supp ρ ⊆ [0, 1],
∫ 1

0
ρ(s) ds = 1, à fn = f ∗ ρ̃n,

ρ̃n(x0, x1, . . . , xp) = np+1ρ̃(nx0, nx1, . . . , nxp), ρ̃ ∈ C∞(Rp+1), ρ̃ > 0,
∫

[0,1]p+1 ρ̃(x0, x1, . . .

. . . , xp) dx0dx1. . . dxp = 1, supp ρ̃ ⊂ [0, 1]p+1.
Äëÿ îïèñàíèÿ ïðåäåëüíîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2) ðàññìîòðèì ñèñòåìó

xi(t) = xi0 +

q∑
j=1

t∫
0

f ij(s, x(s)) dLjc(s) +
∑
µr6t

Si(µr, x(µr−),∆L(µr)), i = 1, p, (3)

ãäå Ljc(t) � íåïðåðûâíàÿ, à Ljd(t) � ðàçðûâíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ôóíêöèè Lj(t), µjr,
r = 1, 2, . . . , � òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèè Lj(t), ∆L(µr) = Ljd(µr+) − Ljd(µr−) �
âåëè÷èíà ñêà÷êà, Si(µ, x, u) = ϕi(1, µ, x, u)− ϕi(0, µ, x, u), à ϕi(t, µ, x, u) íàõîäèòñÿ èç
óðàâíåíèÿ

ϕi(t, µ, x, u) = xi +

q∑
j=1

uj
t∫

0

f ij(µ, ϕ(s, µ, x, u)) ds, i = 1, p, j = 1, q,

µ ∈ T, x ∈ Rp, u ∈ Rq.
Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèè f ij, i = 1, p, j = 1, q, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèï-

øèöà è îãðàíè÷åíû; Lj(t), j = 1, q, � íåïðåðûâíûå ñïðàâà ôóíêöèè îãðàíè÷åííîé
âàðèàöèè. Òîãäà ïðè n → ∞, hn → 0 òàê, ÷òî nhn → 0, ðåøåíèå xn(t) çàäà÷è
Êîøè (2) ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû óðàâíåíèé (3) â ïðîñòðàíñòâå Lp(T ), åñëè
|xn0(τt)− x0| → 0 â ïðîñòðàíñòâå Lp(T ).

Àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà â ñëó÷àå ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè áûëà ïîëó÷åíà â ðàáîòå [1].
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ÍÅËÎÊÀËÜÍÀß ÊÐÀÅÂÀß ÇÀÄÀ×À ÄËß ÎÄÍÎÃÎ ÒÈÏÀ
ÍÅÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÒÐÅÒÜÅÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ

Á.Á. Æóðàåâ, Í.Í. Ïàíæèåâà

Â äîêëàäå îáñóæäàåòñÿ îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü êðåâîé çàäà÷è ñ íåêëàññè÷å-
ñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿ óðàâíåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ êðàòíûìè õàðàêòå-
ðèñòèêàìè [1�4].
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Äëÿ óðàâíåíèÿ

∂3u

∂x3
− ∂2u

∂x2
+

2∑
i=0

ai(x, y)
∂iu

∂xi
+ b(x, y)

∂u

∂y
= F (x, y) (1)

ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó. Íàéòè â îáëàñòè D ðåøåíèå u(x, y) óðàâíå-
íèÿ (1) èç êëàññà C2,1 ¯(D)

⋂
C3,2(D) óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì êðàåâûì óñëîâèÿì:

α0(x)u(x, 0) + α1(x)u(x, 1) = h0(x), 0 6 x 6 1,

β0(x)uy(x, 0) + β1(x)uy(x, 1) = h1(x), 0 6 x 6 1,

γ0(x)u(0, y) + γ1(y)ux(0, y) + γ2(y)ux(1, y) = µ0(y), 0 6 y 6 1,

uxx(0, y) = µ1(y), 0 6 y 6 1,

u(1, y) = µ2(y), 0 6 y 6 1,

ãäå D = {(x, y) : 0 < x < 1, 0 < y 6 1}, F (x, y), αi(x), βi(x), hi(x) (i = 0, 1),
γj(y), µj(y), (j = 0, 1, 2) � çàäàííûå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè ñâîèõ àðãóìåíòîâ, ïðè÷åì
α2

0 + α2
1 6= 0, β2

0 + β2
1 6= 0, γ2

0 + γ2
1 + γ2

1 6= 0.
Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè âìåñòî óðàâíåíèÿ (1) ìîæíî âçÿòü óðàâíåíèå

∂3u

∂x3
− ∂2u

∂x2
+

2∑
i=0

ai(x, y)
∂iu

∂xi
= F (x, y). (2)

Åñëè â óðàâíåíèè (1) b(x, y) ∈ C3,1(D), òî ïðåîáðàçîâàíèå u(x, y) = v(x, y) exp(2−1 ×
×
∫ y

0
b(x, t) dt) ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ (2). Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ íà çàäàííûå ôóíêöèè,

ïðè êîòîðûõ ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà.
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ÎÁ ÈÍÒÅÐÏÎËÈÐÎÂÀÍÈÈ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ
ÏÐÎÈÇÂÎËÜÍÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ Â ×ÀÑÒÍÛÕ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÕ
ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÌÈ ÎÏÅÐÀÒÎÐÍÛÌÈ ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÀÌÈ

ÝÐÌÈÒÀ � ÁÈÐÊÃÎÔÀ

Ì.Â. Èãíàòåíêî, Ë.À. ßíîâè÷

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ è èññëåäîâàíèÿ îáîáùåííûõ èíòåðïîëÿöèîííûõ
ôîðìóë òèïà Ýðìèòà � Áèðêãîôà äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ïðîèçâîëüíîãî
ïîðÿäêà â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, çàäàííûõ â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöè-
ðóåìûõ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ.
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Ïóñòü I = (εij) � (k+1)×(n+1) -ìàòðèöà, ðàçìåðíîñòè ýëåìåíòû εij (i = 0, 1, . . .
. . . , k; j = 0, 1, . . . , n) êîòîðîé 0 èëè 1; Nk,n � ìíîæåñòâî ïàð öåëûõ íåîòðèöàòåëü-
íûõ ÷èñåë (i, j), êîòîðûå îïðåäåëÿþò èíäåêñû íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû I, ò.å.
Nk,n = {(i, j) : εij = 1}, â òîì ÷èñëå Nk,0 = {(i, 0) : εi0 = 1}; Mk,n = Nk,n\Nk,0 �
ìíîæåñòâî ïàð ÷èñåë (i, j), ñîîòâåòñòâóþùèõ εij = 1 (i = 0, 1, . . . , k; j = 1, 2, . . .

. . . , n); H
(m)
ij (s) � èíòåðïîëÿöèîííûå ôóíäàìåíòàëüíûå ìíîãî÷ëåíû, ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå çàäà÷å Ýðìèòà � Áèðêãîôà äëÿ ñëó÷àÿ ñêàëÿðíîé ÷åáûøåâñêîé ñèñòåìû ôóíê-

öèé {φl(s)}Nl=0; DνH
(m)
ij (sk) = δikδνj, ãäå D0f(s) = f(s), Dνf(s) =

∑ν
j=0 ajνf

(j)(s),

ajν � çàäàííûå ÷èñëà, δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà; σk(x(s)) =
∑

(i,0)∈Nk,0
H

(k)
i0 (x(s)) �

ïîñòîÿííàÿ èëè íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ íà S ⊆ R ôóíêöèÿ.
×åðåç α = (α1, α2, . . . , αm) îáîçíà÷èì öåëî÷èñëåííûé âåêòîð ñ íåîòðèöàòåëüíû-

ìè ñîñòàâëÿþùèìè {0 6 αj 6 m}mj=1 (ìóëüòèèíäåêñ); ÷åðåç Dαx(t) � ïðîèçâîäíóþ
ôóíêöèè x(t) ïîðÿäêà |α| = α1 + α2 + . . . + αm âèäà

Dαx(t) =
∂|α|x(t1, t2, . . . , tm)

∂tα1
1 ∂t

α2
2 · · · ∂tαm

m

, D0x(t) = x(t), t = (t1, t2, . . . , tm) ⊆ Rm.

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû F : C(m)(T )→ Y ïðîèçâîëüíîãî ôèê-
ñèðîâàííîãî ïîðÿäêà m â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:

F (x) = f(t, {Dαx(t)}m|α|=0), (1)

ãäå C(m)(T ) � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé x(t) = x(t1, t2, . . . , tm) íåïðåðûâíî-äèôôåðåí-
öèðóåìûõ m ðàç íà ïðÿìîóãîëüíèêå T = T1 × T2 × · · · × Tm ⊆ Rm; Y � íåêîòîðîå
ôóíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî; ôóíêöèÿ y = f(t, u0, u1, . . . , uµ) çàäàíà íà ìíîæåñòâå
Ω = T×U0×U1×· · ·×Uµ, Ui � îòðåçêè äåéñòâèòåëüíîé îñè (i = 0, 1, . . . , µ), µ = Cm

2m−
− 1 = (2m)!/(m!)2 − 1; {Dαx(t)}m|α|=0 = {x(t), x′t1(t), x

′
t2

(t), . . . , x′tm(t), x′′
t21

(t), x′′t1,t2(t), . . .

. . . , x′′t2m(t), . . . , ∂
mx(t)
∂tm1

, ∂mx(t)

∂tm−1
1 ∂t2

, . . . , ∂
mx(t)
∂tmm
}. Äàëåå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñìåøàííûå ïðîèç-

âîäíûå ðàâíîãî ïîðÿäêà, îòëè÷àþùèåñÿ ëèøü ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äèôôåðåíöèðî-
âàíèÿ ïî îäíèì è òåì æå ïåðåìåííûì, ñîâïàäàþò; íàïðèìåð, x′′t1,t2(t1, t2) = x′′t2,t1(t1, t2)
ïðè m = 2.

Äëÿ îïåðàòîðîâ (1) äèôôåðåíöèàë Ãàòî δνF [x;h1, h2, . . . , hν ] ïîðÿäêà ν ñîäåð-
æèò ïðîèçâåäåíèå ïðîèçâîäíûõ Dα îò ôóíêöèé h1(t), h2(t), . . . , hν(t) (x(t), hi(t) ∈
∈ C(m)(T ), t ∈ T ). ×åðåç δνF [x;h] îáîçíà÷èì äèôôåðåíöèàë ν -ãî ïîðÿäêà, êîãäà
ïåðâûå ν − 1 (ν > 1) íàïðàâëåíèÿ hi(t) ≡ 1, à ν -å íàïðàâëåíèå åñòü ôóíêöèÿ h(t).

Ðàññìîòðèì òàêæå îïåðàòîðíî-äèôôåðåíöèàëüíûå âûðàæåíèÿ

D̃0F (x) = F (x), D̃jF (x) ≡ D̃jF [x;h1, h2, . . . , hj] =

j∑
i=1

aijδ
iF [x;h1h2. . . hj].

Òåîðåìà 1. Îïåðàòîðíûé ìíîãî÷ëåí

Bk,n(F, x) = f(t, {Dαxp(t)}m|α|=0) +

+
∑

(i,0)∈Nk,0

1∫
0

m∑
|α|=0

∂f(t, {Dβυi(t, τ)}m|β|=0)

∂(Dαυi(t, τ))
Dα

{
H

(k)
i0 (x(t))

σk(x(t))
(xi(t)− xp(t))

}
dτ +

+
∑

(i,j)∈Mk,n

j∑
ν=1

m∑
|α|=0

aνj
∂νf(t, {Dβxi(t)}m|β|=0)

∂xν−1
i (t)∂(Dαxi(t))

Dα

{
H

(k)
ij (x(t))

σk(x(t))
σk(xi(t))

}
, (2)
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ãäå ôóíêöèÿ υi(t, τ) = xp(t) + τ(xi(t) − xp(t)), Dαυi(t, τ) =
∂|α|υi(t1, t2, . . . , tm, τ)

∂tα1
1 ∂t

α2
2 · · · ∂tαm

m

,

(i, 0) ∈ Nk,0; xp � ôèêñèðîâàííûé óçåë, ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíòó εp0 ìíîæå-
ñòâà Nk,0; óäîâëåòâîðÿåò èíòåðïîëÿöèîííûì óñëîâèÿì

Bk,n(F ;xi) = F (xi), (i, 0) ∈ Nk,0; D̃jBk,n(F ;xi) = D̃jF (xi), (i, j) ∈Mk,n. (3)

(Êîãäà ìíîæåñòâî Nk,0 ïóñòîå, òî Bk,n(F ;x) =
∑

(i,j)∈Mk,n
D̃jF [xi;H

(k)
ij (x)] è ïåðâàÿ

ãðóïïà ðàâåíñòâ â óñëîâèÿõ (3) îòñóòñòâóåò.)
Òåîðåìà 2. Äëÿ ïîãðåøíîñòè èíòåðïîëèðîâàíèÿ rk,n(x) = F (x)−Bk,n(F ;x) äèô-

ôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà F (x) âèäà (1) ïîëèíîì Bk,n(F ;x) ,çàäàííûì ïî ïðàâèëó
(3),èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

rk,n(x) =
∑

(i,0)∈Nk+1,0

1∫
0

m∑
|α|=0

∂f(t, {Dβυi(t, τ)}m|β|=0)

∂(Dαυi(t, τ))
Dα

{(
H

(k+1)
i0 (x(t))

σk+1(x(t))
− H

(k)
i0 (x(t))

σk(x(t))

)
×

× (xi(t)− xp(t))
}
dτ +

∑
(i,j)∈Mk+1,n+q

j∑
ν=1

m∑
|α|=0

aνj
∂νf(t, {Dβxi(t)}m|β|=0)

∂xν−1
i (t)∂(Dαxi(t))

×

×Dα

{
H

(k+1)
ij (x(t))

σk+1(x(t))
σk+1(xi(t))−

H
(k)
ij (x(t))

σk(x(t))
σk(xi(t))

}
,

ãäå xk+1 = x ; q � ðàçíîñòü ÷èñëà ñòîëáöîâ ìàòðèö Ik+1,n+q è Ik,n; ìíîãî÷ëåí

H
(k)
k+1,j(x) ≡ 0 (j = 0, 1, 2, . . . ).
Ïðåäñòàâëåííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâà-

íèÿõ êàê îñíîâà ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ íåëèíåéíûõ
îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé, âñòðå÷àþùèõñÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôè-
çèêè.

Àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû ëàãðàíæåâà è ýðìèòîâà òèïà ñ óçëàìè âòîðîé êðàòíîñòè
äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà (1), à òàêæå ÿâíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ïîãðåøíîñòè
èíòåðïîëèðîâàíèÿ ïîëó÷åíû â ðàáîòå [1]. Äîñòàòî÷íî ïîëíàÿ òåîðèÿ îïåðàòîðíîãî
èíòåðïîëèðîâàíèÿ èçëîæåíà â ìîíîãðàôèÿõ [2�3].
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ÃÐÀÍÈ×ÍÎÅ ÏÎÂÅÄÅÍÈÅ ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß
ÌÀÐÊÎÂÀ � ÑÒÈËÒÜÅÑÀ ÌÅÐ

È.Ñ. Êîâàëåâà, À.Ð. Ìèðîòèí

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìàðêî-
âà � Ñòèëòüåñà ìåð íà ãðàíèöå îáëàñòè C \ [1,+∞).
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Îïðåäåëåíèå [1, ãëàâà 6] Ïðåîáðàçîâàíèåì Ìàðêîâà � Ñòèëòüåñà ìåðû µ ∈
∈ M b([0, 1],C) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ, çàäàâàåìàÿ ïðè z ∈ C \ [1,+∞) ñîîòíîøåíè-
åì

Sµ(z) =

1∫
0

dµ(t)

1− tz
. (1)

Ïðè z ∈ [1,+∞) èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (1) ïîíèìàåòñÿ êàê ïðåäåë

Sµ(z) = lim
ε→+0

∫
[0,1]

⋂
{|t−1/z|>ε}

dµ(t)

1− tz
.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îïèñûâàåò ïîâåäåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìàðêîâà � Ñòèëòüåñà
â −∞.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü µ � ïîëîæèòåëüíàÿ ìåðà íà [0, 1], F = Sµ. Òîãäà
1) lim

x→−∞
F (x) = µ({0}).

2) lim
x→−∞

xF (x) = −
∫ 1

0
t−1 dµ(t) (ñëó÷àé

∫ 1

0
t−1 dµ(t) =∞ íå èñêëþ÷àåòñÿ).

3) lim
x→−∞

x2F ′(x) =
∫ 1

0
t−1 dµ(t) (ñëó÷àé

∫ 1

0
t−1 dµ(t) =∞ íå èñêëþ÷àåòñÿ).

4) lim
x→−∞

xF ′(x)
F (x)

= −1, åñëè
∫ 1

0
t−1 dµ(t) 6=∞.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå G(x) =
∫ 1

0
(1− tx)−2t dµ(t).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü µ � ïîëîæèòåëüíàÿ ìåðà íà [0, 1], F = Sµ.
1) G(1/y) =∞ äëÿ µ -ï.â. y ∈ (0, 1].
Åñëè G(x) <∞ ïðè íåêîòîðîì x ∈ [1,∞), òî

2)
∫ 1

0
(1 − tx)−2 dµ(t) < ∞,

∫ 1

0
|1 − tx|−1 dµ(t) < ∞ (â ÷àñòíîñòè, èíòåãðàë (1)

ñóùåñòâóåò â ñìûñëå Ëåáåãà);
3) lim

y→0
F (x+ ıy) = F (x);

4) lim
y→0

y−1ImF (x+ ıy) = G(x);

5) lim
y→0

(ıy)−1(F (x+ ıy)− F (x)) = G(x).

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå óñòàíàâëèâàþòñÿ àíàëîãè ôîðìóë Ñîõîöêîãî � Ïëåìåëÿ äëÿ
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìàðêîâà � Ñòèëòüåñà ìåðû.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü µ � âåùåñòâåííàÿ ìåðà íà [0, 1]. Åñëè â íåêîòîðîé òî÷êå
x ∈ [1,∞) ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ dµ(x−1)/dx, òî

Sµ(x± ı0) = Sµ(x)± πıµ′
(

1

x

)
1

x
,

ãäå Sµ(x± ı0) := lim
y→+0

Sµ(x± ıy).

Ñëåäñòâèå. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 3 èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

Sµ(x) =
Sµ(x+ ı0) + Sµ(x− ı0)

2
, Sµ(x+ ı0)− Sµ(x− ı0) = 2πıµ′

(
1

x

)
1

x
.
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ÈÒÅÐÀÖÈÎÍÍÛÉ ÌÅÒÎÄ ÐÅØÅÍÈß ÍÅßÂÍÛÕ
ÎÁÛÊÍÎÂÅÍÍÛÕ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

Í.Ï. Ïó÷êîâ, Ò.Â. Æóêîâñêàÿ

Â ñòàòüå [1] ðàññìîòðåí èòåðàöèîííûé ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

Υ(x, x) = y, (1)

â êîòîðîì îòîáðàæåíèå Υ, äåéñòâóþùåå â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ, ÿâëÿåòñÿ íà-
êðûâàþùèì ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó è ëèïøèöåâûì ïî âòîðîìó. Çäåñü ïðåäëàãàåòñÿ
ïðèìåíåíèå ýòîãî ìåòîäà ê ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè äëÿ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöè-
àëüíîãî óðàâíåíèÿ.

Ïóñòü (X, ρX) è (Y, ρY ) � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Îòîáðàæåíèå ϕ : X → Y
íàçûâàåòñÿ β -ëèïøåöåâûì, β > 0, åñëè

∀u, v ∈ X ρY (ϕ(u), ϕ(v)) 6 βρX(u, v).

Îòîáðàæåíèå ψ : X → Y íàçûâàåòñÿ α -íàêðûâàþùèì, α > 0, åñëè

∀x0 ∈ X ∀y ∈ Y ∃x ∈ X ψ(x) = y, ρX(x, x0) 6 α−1ρY (y, ψ(x0)).

Ïóñòü çàäàíû A ∈ R è ôóíêöèÿ f : [a, b]×R×R→ R, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì
Êàðàòåîäîðè è òàêàÿ, ÷òî

∀r > 0 ∃m ∈ L∞ ∀x, ẋ ∈ R |x|+ |ẋ| 6 r ⇒ |f(t, x, ẋ)| 6 m(t).

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè

f(t, x, ẋ) = 0, t ∈ [a, b], x(a) = A. (2)

Òåîðåìà. Åñëè ôóíêöèÿ f(t, x, ẋ) ÿâëÿåòñÿ β -ëèïøåöåâîé ïî âòîðîìó àðãóìåíòó,
äèôôåðåíöèðóåìîé ïî òðåòüåìó è

∃α > β(b− a) ∀̇t ∈ [a, b] ∀x ∈ R ∀ẋ ∈ R |f ′ẋ(t, x, ẋ)| > α,

òî ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è (2), è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èòåðàöèé

xi+1(t) = A+

t∫
a

ẋi+1(s)ds, ẋi+1(t) = ẋi(t)− (f ′ẋ(t, xi(t), ẋi(t)))
−1f(t, xi(t), ẋi(t)) (3)

ïðè ëþáîì x0 ∈ L∞ ñõîäèòñÿ ïî íîðìå L∞ ê ïðîèçâîäíîé ẋ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2).
Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ïðåäñòàâëåíèè çàäà÷è (2) â âèäå óðàâíåíèÿ (1) ñ îïå-

ðàòîðîì

(Υ(v, u))(t) = f(t, A+

t∫
a

u(s)ds, v(t)), y(t) = 0, t ∈ [a, b].

Ïðè òàêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îïåðàòîð Υ : L∞×L∞ → L∞, ÿâëÿåòñÿ α -íàêðûâàþùèì
ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó è β(b−a) -ëèïøåöåâûì ïî âòîðîìó, ò.å. óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
òåîðåìû 3 ðàáîòû [1].
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Îòìåòèì, ÷òî äëÿ óìåíüøåíèÿ îáúåìà âû÷èñëåíèé ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæå-
íèÿ ìîæíî íàõîäèòü ïî ìîäèôèöèðîâàííîé ôîðìóëå

ẋi+1(t) = ẋi(t)− (f ′ẋ(t, xi(t), ẋ0(t)))−1f(t, xi(t), ẋi(t)).

Â ïðåäïîëîæåíèè îãðàíè÷åííîãî ðîñòà ôóíêöèè f ′ẋ (òî÷íûå óñëîâèÿ ïðèâåäåíû â
[1] íà ñòð. 365) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ẋi} òàêæå ñõîäèòñÿ ê ïðîèçâîäíîé ẋ ðåøåíèÿ
çàäà÷è (2).

Ëèòåðàòóðà

1. Æóêîâñêàÿ Ò.Â., Æóêîâñêèé Å.Ñ. Îá èòåðàöèîííûõ ìåòîäàõ ðåøåíèé óðàâíåíèé ñ íàêðûâà-
þùèìè îòîáðàæåíèÿìè // Ñèá. æóðí. âû÷èñëèò. ìàòåìàòèêè. 2016. Ò. 19. � 4. C. 357�369.

ÐÀÇÂßÇÀÍÍÅ ÄÛÍÀÌI×ÍÀÃÀ ÐÀ�ÍÀÍÍß IÅÐÀÐÕI×ÍÀÉ
ÄÛÔÓÇII Ç ÄÀÏÀÌÎÃÀÉ ÌÀÒÐÛÖ.

ÂÛÏÀÄÀÊ ÍÅÐÝÃÓËßÐÍÀÉ ÃËÛÁIÍI ÄÐÝÂÀ

À.ß. Ðàäûíà

Ó äàêëàäçå áóäçå ðàçãëÿäàööà ðà²íàííå, ïàáóäàâàíàå ïàâîäëå ïðàöýñà âûïàäêîâàãà
áëóêàííÿ ïà ëiñòàõ êàíå÷íàãà äðýâà àäâîëüíàé ãëûáiíi, ïðû÷ûì ãëûáiíÿ äðýâà íå
²ñþäû àäíîëüêàâàÿ, àäíàê ñàìî äðýâà ìàå ïðàâiëüíóþ ñòðóêòóðó: íà êîæíûì ÿãîíûì
óçðî²íi iíäýêñ ãàëiíàâàííÿ àäíîëüêàâû, õàöÿ ìîæà áûöü ñâîé (çìÿíÿööà àä ²çðî²íÿ
äà ²çðî²íÿ). Ó ðàáîöå [1] ðàçãëÿäà²ñÿ âûïàäàê, êàëi äðýâà àáðûâàåööà (çàêàí÷âàåöà)
íà àäíûì óçðî²íi. Ìåòàä ðàçâÿçàííÿ òàêiõ ðà²íàííÿ² ñïðû÷ûíÿåööà äà ²òâàðýííÿ
êàìóòàòû²íàé àëãåáðû ìàòðûö ç àäçiíêàé, ÿêàÿ àïiñûâàåööà ÿê ëiíåéíàÿ êàìáiíàöûÿ
áàçiñíûõ ìàòðûö. Ïîòûì ó ãýòàé àëãåáðû øóêàåööà àäâàðîòíàÿ ìàòðûöà, òàêîãà æ
âûãëÿäó.

Êàëi æ äðýâà àáðûâàåööà íà ðîçíûõ óçðî²íÿõ, òî àäïàâåäíàÿ àëãåáðà ²æî íå áóäçå
êàìóòàòû²íàé i ãýòà äàäàå òýîðûi ïý²íûÿ öÿæêàñöi, àäíàê ÿíû ïàñïÿõîâà ïåðààäîëü-
âàþööà.

Ïðàïàíàâàíû ìåòàä äàå ÿ²íû ðàçâÿçàê àäíàðîäíàãà i íåàäíàðîäíàãà äûíàìi÷íà-
ãà ðà²íàííÿ iåðàðõi÷íàé äûôóçii, ÿêi ìîæíà çäçåéñíiöü ïðàãðàìíûì øëÿõàì. Ãýòû
ìåòàä íå ïàòðàáóå âûëi÷ýííÿ âÿëiêiõ êîëüêàñöÿ² àïåðàöûé, íå ãëåäçÿ÷û íà òîå, øòî
âûêàðûñòî²âàå ñêëàäàííå i ìíîæàííå ìàòðûö âÿëiêiõ ïàìåðà². Àäïàâåäíûÿ áàçiñíûÿ
ìàòðûöû àëãåáðû ñêëàäàþööà i ìíîæàööà ïà ïðîñòûì ôàðìàëüíûì ïðàâiëàì, ÿêiÿ
ýêàíîìÿöü ÷àñ i âûëi÷àëüíûÿ ðýñóðñû.

Çàäà÷à âûïàäêîâàãà áëóêàííÿ íà äðýâàõ i iåðàðõi÷íàé äûôóçii ïàäðàáÿçíà àïiñàíà
² ðàáîòàõ [1�3]. Ìàòðû÷íû ìåòàä ñïà÷àòêó áû² óæûòû ² ðàáîöå [5] äëÿ ðàçâÿçàííÿ
çàäà÷û iíòýðïàëÿöûi ðý÷àiñíûõ ôóíêöûé p -àäû÷íàãà àðãóìåíòà, ïîòûì àáàãóëüíåíû
íà êàíå÷íàâûìåðíû âûïàäàê ² [4].

Iåðàðõi÷íàÿ äûôóçiÿ áàçóåööà íà âûïàäêîâûì áëóêàííi ïà ¾ëiñòàõ¿ äðýâà, òàìó
íàòóðàëüíà ðàçãëÿäàöü ÿå íà p -àäû÷íûõ ëiêàõ, ÿêiÿ ìàþöü òàïàëîãiþ äðýâà. Àä
âûïàäêîâûõ áëóêàííÿ² ïà äðýâå ² ðàáîöå [3] ðîáiööà ëiìiòàâû ïåðàõîä äà ïñå²äà-
äûôåðýíöûÿëüíàãà ðà²íàííÿ iåðàðõi÷íàé äûôóçii, ÿêîå ðàçâÿçûâàåööà ìåòàäàì ïå-
ðà²òâàðýííÿ Ôóð'å. Ãýòû ìåòàä äîñûöü óíiâåðñàëüíû, àëå ìàå ïý²íûÿ àáìåæàâàííi:
1) íåäàñòàñî²íû äà íåëiíåéíàãà âûïàäêó, 2) ÿãîíàÿ ïðàãðàìíàÿ ðýàëiçàöûÿ çàïàòðà-
áóå äûñêðýòûçàöûi ïñå²äà-äûôåðýíöûÿëüíàãà ðà²íàííÿ, øòî ïðûâÿäçå äà âÿðòàííÿ
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àáî äà ïåðøàïà÷àòêîâûõ ìàòðû÷íûõ çàäà÷ àáî äà íåéêiõ iíøûõ, íå çâÿçàíûõ ç ïåð-
øàïà÷àòêîâûìi. Íàø ïàäûõîä ðàçâÿçâàå ìàäýëüíàå äûñêðýòíàå ðà²íàííå iåðàðõi÷íàé
äûôóçii àäðàçó, ïàçáÿãàþ÷û ëiìiòàâàãà ïåðàõîäó. Ìåòàä ïàäûõîäçiöü íå òîëüêi äëÿ
p -àäû÷íûõ ëiêà², àëå i äëÿ áîëüø àãóëüíûõ, òàê çâàíûõ, óíiâåðñàëüíûõ öi ôàêòàðû-
ÿëüíûõ ëiêà² (ãë. [6], ó êíiçå [7, ãë. 2, � 10] ÿíû çàâóööà a -àäû÷íûìi).
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ÌÅÒÎÄÛ ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈÉ ÃÈÏÅÐÁÎËÈ×ÅÑÊÈÕ
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÂÊËÞ×ÅÍÈÉ È ÏÐÈÍÖÈÏ ÏËÎÒÍÎÑÒÈ

Â.Â. Ñêîìîðîõîâ

Ïóñòü Rn � n -ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé | · |; comp[Rn] � ìíîæå-
ñòâî âñåõ íåïóñòûõ êîìïàêòîâ â Rn; h[·, ·] � ðàññòîÿíèå ïî Õàóñäîðôó ìåæäó ìíîæå-
ñòâàìè, ñîäåðæàùèìèñÿ â ïðîñòðàíñòâå Rn. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Cn([a, b] × [c, d]) ïðî-
ñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé u : [a, b]× [c, d]→ Rn ñ íîðìîé ‖u‖ = max{|u(t, x)| :
(t, x) ∈ [a, b]× [c, d]}, à ÷åðåç Ln([a, b]× [c, d]) � ïðîñòðàíñòâî ñóììèðóåìûõ ïî Ëåáåãó

ôóíêöèé u : [a, b]× [c, d]→ Rn ñ íîðìîé ‖u‖ =
∫ b
a

∫ d
c
|u(t, x)| dtdx.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî F : [a, b] × [c, d] × Rn → comp[Rn] óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
Êàðàòåîäîðè, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: ïðè êàæäîì u ∈ Rn îòîáðà-
æåíèå F (·, ·, u) èçìåðèìî; ïðè ïî÷òè âñåõ (t, x) ∈ [a, b] × [c, d] îòîáðàæåíèå F (t, x, ·)
íåïðåðûâíî; äëÿ êàæäîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà V ⊂ Rn íàéäåòñÿ òàêàÿ ôóíê-
öèÿ mV (·, ·) ∈ L1([a, b] × [c, d]), ÷òî ïðè ïî÷òè âñåõ (t, x) ∈ [a, b] × [c, d] è âñåõ u ∈ V
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ‖F (t, x, u)‖ 6 mV (t, x).

Ïóñòü tk ∈ [a, b] (a < t1 < . . . < tm < b) � êîíå÷íûé íàáîð òî÷åê. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

C̃n([a, b]×[c, d]) ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ [a, t1]×[c, d],
(t1, t2]×[c, d], . . . , (tm, b]×[c, d] îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé u : [a, b]×[c, d]→ Rn, èìåþùèõ
ïðåäåëû ñïðàâà â òî÷êàõ tk, k = 1, 2, . . . ,m ñ íîðìîé ‖x‖C̃n[a,b] = sup{|u(t, x)| : t ∈
∈ [a, b]× [c, d]}.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

∂2u

∂t∂x
∈ F (t, x, u(t, x)), (t, x) ∈ [a, b]× [c, d], (1)

∆(u(tk, x)) = Ik(u(tk, x)), k = 1, 2, . . . ,m, (2)

u(t, 0) = α(t), u(0, x) = β(x), (3)



Èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû è óðàâíåíèÿ 65

ãäå α(·), β(·), íåïðåðûâíû è α(0) = β(0), îòîáðàæåíèå F : [a, b] × [c, d] × Rn →
→ comp[Rn] óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè. Îòîáðàæåíèÿ Ik : Rn → Rn, k =
= 1, 2, . . . ,m, íåïðåðûâíû, ∆(u(tk, x)) = u(tk + 0, x)− u(tk, x), k = 1, 2, . . . ,m.

Ïîä ðåøåíèåì çàäà÷è (1)�(3) áóäåì ïîíèìàòü ôóíêöèþ u ∈ C̃n([a, b]× [c, d]), äëÿ
êîòîðîé ñóùåñòâóåò òàêîå q ∈ Ln([a, b]× [c, d]), ÷òî ïðè ïî÷òè âñåõ (t, x) ∈ [a, b]× [c, d]
âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå q(t, x) ∈ F (t, x, u(t, x)), è ïðè âñåõ (t, x) ∈ [a, b]× [c, d] èìååò
ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

u(t, x) = α(t) + β(x)− α(0) +

t∫
a

x∫
c

q(s, τ) ds dτ +
m∑
k=1

χ(tk,b]∆(u(tk, x)),

ãäå ∆(u(tk, x)), k = 1, 2, . . . ,m óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó (2), χ(·,·] � õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêàÿ ôóíêöèÿ ïîëóèíòåðâàëà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç K([a, b]× [c, d]×Rn× [0,∞)) ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé η : [a, b]×
× [c, d] × Rn × [0,∞) → [0,∞), îáëàäàþùèõ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: ïðè êàæäûõ
(u, δ) ∈ Rn × [0,∞) ôóíêöèÿ η(·, ·, u, δ) èçìåðèìà; ïðè ïî÷òè âñåõ (t, x) ∈ [a, b] ×
× [c, d] è âñåõ δ ∈ [0,∞) ôóíêöèÿ η(t, x, ·, δ) íåïðåðûâíà; äëÿ êàæäûõ U ∈ comp[Rn]
è δ ∈ [0,∞) ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñóììèðóåìàÿ ôóíêöèÿ µU,δ : [a, b] × [c, d] → [0,∞),
÷òî ïðè ïî÷òè âñåõ (t, x) ∈ [a, b] × [c, d] è âñåõ u ∈ U è τ ∈ [0, δ] âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî η(t, x, u, τ) 6 µU,δ(t, x); ïðè ïî÷òè âñåõ (t, x) ∈ [a, b] × [c, d] è êàæäîãî
u ∈ Rn âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà lim

z→u
δ→0+0

η(t, x, z, δ) = η(t, x, u, 0) = 0.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå F̃ : [a, b] × [c, d] × Rn × [0,∞) →
→ comp[Rn] àïïðîêñèìèðóåò îòîáðàæåíèå F : [a, b] × [c, d] × Rn → comp[Rn], åñëè
íàéäåòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ ξ(·, ·, ·, ·) ∈ K([a, b]× [c, d]×Rn× [0,∞)), ÷òî ïðè ïî÷òè âñåõ
(t, x) ∈ [a, b]× [c, d] è âñåõ (u, δ) ∈ Rn × [0,∞) âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

h[F (t, x, u), F̃ (t, x, u, δ)] 6 ξ(t, x, u, δ). (4)

Îòîáðàæåíèå F̃ (·, ·, ·, ·) áóäåì íàçûâàòü àïïðîêñèìèðóþùèì îòîáðàæåíèå F (·, ·, ·)
èëè ïðîñòî àïïðîêñèìèðóþùèì. Ôóíêöèÿ ξ(·, ·, ·, ·) ∈ K([a, b]× [c, d]× Rn × [0,∞)) â

íåðàâåíñòâå (4) îïðåäåëÿåò ñòåïåíü áëèçîñòè çíà÷åíèÿ F̃ (t, x, u, δ) â òî÷êå (t, x, u) ∈
∈ [a, b] × [c, d] × Rn ê çíà÷åíèþ F (t, x, u) äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî δ ∈ [0,∞).
Ýòó ôóíêöèþ ξ(·, ·, ·, ·) áóäåì íàçûâàòü ñòåïåíüþ àïïðîêñèìàöèè îòîáðàæåíèÿ F :

[a, b]× [c, d]×Rn → comp[Rn] îòîáðàæåíèåì F̃ : [a, b]× [c, d]×Rn× [0,∞)→ comp[Rn]

èëè ïðîñòî ñòåïåíüþ àïïðîêñèìàöèè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî F̃ (·, ·, ·, ·) îïðåäåëÿåò ñïîñîá
èëè ìåòîä àïïðîêñèìàöèè îòîáðàæåíèÿ F (·, ·, ·).

Ïàðó (F̃ (·, ·, ·, ·), ξ(·, ·, ·, ·)) áóäåì íàçûâàòü àïïðîêñèìàöèåé îòîáðàæåíèÿ F (·, ·, ·)
èëè ïðîñòî àïïðîêñèìàöèåé, à åñëè ïðè ïî÷òè âñåõ (t, x) ∈ [a, b]× [c, d] è âñåõ (u, δ) ∈
∈ Rn × [0,∞) âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå F (t, x, u) ⊂ F̃ (t, x, u, δ), òî àïïðîêñèìàöèåé
âëîæåíèåì.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó
∂2u

∂t∂x
∈ coF (t, x, u(t, x)), (5)

∆(u(tk, x)) = Ik(u(tk, x)), k = 1, 2, . . . ,m, (6)

u(t, 0) = α(t), u(0, x) = β(x), (7)
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ãäå coF (·, ·, u(·, ·)) � âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà F (·, ·, u(·, ·)), îòîáðàæåíèÿ Ik :
Rn → Rn, k = 1, 2, . . . ,m, íåïðåðûâíû, ∆(u(tk, x)) = u(tk+0, x)−u(tk, x), k = 1, 2, . . .
. . . ,m, α(·), β(·), íåïðåðûâíû è α(0) = β(0).

Ïóñòü V � îãðàíè÷åííîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà C̃n([a, b]× [c, d]). Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç H(V ), Hco(V ) ìíîæåñòâà ðåøåíèé çàäà÷ (1)�(3) è (5)�(7), ñîîòâåòñòâåí-
íî, ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó V.

Â äîêëàäå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà H(V ) = Hco(V ) (ïðèíöèï

ïëîòíîñòè), ãäå H(V ) � çàìûêàíèå ìíîæåñòâà H(V ) â ïðîñòðàíñòâå C̃n([a, b]×[c, d]),
ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ ñõîäèìîñòè ìíîæåñòâ ðåøåíèé
äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé, ïîðîæäåííûõ îòîáðàæåíèåì F̃ : [a, b] × [c, d] × Rn ×
[0,∞)→ comp[Rn], àïïðîêñèìèðóþùèì îòîáðàæåíèå F : [a, b]×[c, d]×Rn → comp[Rn],
îïðåäåëÿþùåå äèôôåðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå (1).
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ÀÑÑÎÖÈÈÐÎÂÀÍÍÛÅ ÐÅØÅÍÈß ÊÐÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È
ÄËß ÑÈÑÒÅÌÛ ËÈÍÅÉÍÛÕ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ
ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ Ñ ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÌÈ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀÌÈ

Ñ.À. Ñïàñêîâ, À.Ê. Õìûçîâ

Â ðàáîòå ìû èçó÷àåì ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, çàïèñàííóþ â ìàòðè÷íîì âèäå:

Ẋ(t) = L̇(t)X(t) + Ḟ (t), (1)

M1X(0) +M2X(b) = Q. (2)

Çäåñü t ∈ T = [0; b] ⊂ R, X : T → Rp � íåèçâåñòíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, L : R →
→ Rp×p, L(t) = (Lij(t)) ãäå i, j = 1, . . . , p è Lij(·) � íåïðåðûâíûå ñïðàâà ôóíêöèè
îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè, ïðè t 6 0 Lij(t) = Lij(0) = 0, ïðè t > bL(t) = L(b), F : R→
→ Rp, F i(·), i = 1, . . . , p � íåïðåðûâíûå ñïðàâà ôóíêöèè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè,
ïðè t 6 0F i(t) = F i(0), ïðè t > b F i(t) = F i(b); M1, M2 � íåêîòîðûå çàäàííûå
ìàòðèöû: M1,M2 ∈ Rp×p, Q ∈ Rp � íåêîòîðûé çàäàííûé âåêòîð.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè òàêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷à îêàçûâàåòñÿ ïîñòàâëåííîé íå êîððåêòíî
â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òàê êàê ôóíêöèÿ L(·)
âîîáùå ãîâîðÿ ìîæåò íå áûòü äèôôåðåíöèðóåìîé. Â ðàìêàõ æå òåîðèè îáîáùåííûõ
ôóíêöèé, îáîáùåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò ôóíêöèè L(·) áóäåò ñóùåñòâîâàòü, íî íå áóäåò
êîððåêòíî îïðåäåëåíî ïðîèçâåäåíèå L̇(t)X(t) êàê ïðîèçâåäåíèå îáîáùåííîé ôóíêöèè
íà ðàçðûâíóþ. Â ñèëó óêàçàííûõ ïðè÷èí âñòàåò âîïðîñ î ïîñòðîåíèè íåîáõîäèìîé òåî-
ðèè äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèé çàäà÷, ïîäîáíûõ çàäà÷è (1), (2). Èññëåäîâàíèåì ýòîãî
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âîïðîñà çàíèìàëèñü ìíîãèå àâòîðû, ïðåäëàãàÿ ðàçëè÷íûå ïîäõîäû, êîòîðûå ìîæíî
îõàðàêòåðèçîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïåðåõîä ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ, ãäå èí-
òåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå Ëåáåãà � Ñòèëòüåñà, Ïåððîíà � Ñòèëòüåñà è äð. (ñì.,
íàïðèìåð, [1]), àïïðîêñèìàöèè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíè-
ÿìè ñ ãëàäêèìè êîýôôèöèåíòàìè [2], ôîðìàëèçàöèè äàííîé çàäà÷è â ðàìêàõ òåîðèè
îáîáùåííûõ ôóíêöèé [3, 4]. Âîîáùå ãîâîðÿ óêàçàííûå ïîäõîäû ìîãóò ïðèâîäèòü ê ðàç-
ëè÷íûì ðåçóëüòàòàì, îäíàêî, â ðàáîòå [5] ïîêàçàíî, ÷òî ýòè ïîäõîäû ìîæíî îõâàòèòü
îäíèì, îñíîâàííûì íà èññëåäîâàíèè ïðåäåëüíîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé ïðåäñòàâëåíèé
èñõîäíîé çàäà÷è â âèäå ñîîòâåòñòâóþùèõ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ ñ îñðåäíåíèåì çàäà÷
(ñì. [5, 6]). Ïðè ýòîì, åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë ðåøåíèé òàêèõ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ
ñ îñðåäíåíèåì çàäà÷, òî áóäåì íàçûâàòü åãî àññîöèèðîâàííûì ðåøåíèåì èñõîäíîé
çàäà÷è. Â ðàìêàõ äàííîãî ïîäõîäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ êðàåâîé çàäà÷è (1), (2) êîíå÷íî-
ðàçíîñòíàÿ ñ îñðåäíåíèåì çàäà÷à ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ñëåäóþùåì âèäå

Xn(t+ hn)−Xn(t) = (Ln(t+ hn)− Ln(t)) ·Xn(t) + Fn(t+ hn)− Fn(t), (3)

M1Xn(t)|t∈[0,hn) +M2Xn(mbhn + t)|t∈[0,hn) = Qn(t)|t∈[0,hn). (4)

Çäåñü ïðèíÿòû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: n ∈ N, hn ∈ R, hn < b � ïðîèçâîëüíûå
ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà, mb � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà b/hn, Qn : [0, hn) → Rp � íåêîòî-

ðàÿ çàäàííàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, Ln(t) = ((Lij ∗ ρijn)(t)) = (
∫ 1\γij(n)

0
Lij(t + s)ρijn(s) ds),

ρijn(t) = γij(n)ρ(γij(n)t), ρ ∈ C∞(R), supp ρ ⊂ [0, 1],
∫ 1

0
ρ(s) ds = 1; γij � íåêî-

òîðàÿ ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ, γij(n) → ∞, ïðè n → ∞. Fn(t) = ((F i ∗ ρ̄ n)(t)) =

= (
∫ 1\n

0
F i(t+ s)ρ̄ n(s) ds) ρ̄ n(s) = ρ̄ (ns), ρ̄ ∈ C∞(R), ρ̄ (s) > 0, supp ρ̄ ⊂ [0, 1],∫ 1

0
ρ̄ (s)ds = 1.
Îáîçíà÷èì òàêæå Bn(t, s) êàê êîíå÷íî-ðàçíîñòíóþ ñ îñðåäíåíèåì ôóíäàìåíòàëü-

íóþ ìàòðèöó, ñîîòâåòñòâóùåé óðàâíåíèþ (3), HBn(τ) = M1 +M2Bn(mbhn + τ, 0),

X(t) = H−1
B (Q0 −M2

b∫
0

B(b, s)dF (s)) +

t∫
0

dcL(s)X(s) +

+
∑
µl6t

(φl(X(µl−), 1)− φl(X(µl−), 0)) + F (t)− F (0), (5)

ãäå φl(·, ·) � ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé

φl(X(µl−), u) = X(µl−) +

∫
(0,u])

dη(s)φl(X(µl−), s−),

cL(t)� íåïðåðûâíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ L(t), µl � òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèè L(t),
∆L(µl) = L(µl) − L(µl−), η(s) = (ηij(s))i,j=1,p, ïðè÷åì ηij(s) = ∆Lij(µl)s, åñëè hn =

= o(1/γij(n)), è ηij(s) = ∆Lij(µl)H(s − 1), åñëè 1/γij(n) = o(hn). B(t, s) � ôóíäà-
ìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà, HB = M1 +M2B(b, 0).

Â äîêëàäå îáñóæäåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (3), (4) ñó-
ùåñòâóåò è åäèíñòâåííî, à òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî àññîöèèðîâàííûå ðåøåíèÿ çàäà÷è (1),
(2) èìåþò âèä (5) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà. Ïóñòü Lij(t), i, j = 1, p � íåïðåðûâíûå ñïðàâà ôóíêöèè îãðàíè÷åííîé
âàðèàöèè, det (HB) 6= 0 è ∀n ∈ N è ∀τ ∈ [0, hn) det (Hn(τ)) 6= 0. Òîãäà ñóùåñòâó-



68 ¾ÅÐÓÃÈÍÑÊÈÅ ×ÒÅÍÈß�2018¿

åò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Qn(τ), äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ ‖Qn(τ)−Q0‖L1
→

→ 0 ïðè n → ∞, ÷òî ïðè n → ∞, hn → 0, òàê ÷òî ∀i, j = 1, p ëèáî hn =
= o(1/γij(n)), ëèáî 1/γij(n) = o(hn) ñïðàâåäëèâî ‖Xn(t)−X(t)‖L1 → 0, ãäå Xn(t) �
ðåøåíèå êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé çàäà÷è (3), (4), à X(t) � ðåøåíèå ñèñòåìû (5).

Ëèòåðàòóðà

1. Das P.S., Sharma R.R. Existence and stability of measure di�erential equations // Czech. Math. J.
1972. V. 22. � 1. P. 145�158.

2. Çàâàëèùèí Ñ.Ò., Ñåñåêèí À.Í. Èìïóëüñíûå ïðîöåññû: ìîäåëè è ïðèëîæåíèÿ. Ì.: Íàóêà, 1991.
3. Àíòîñèê Ï., Ìèêóñèíñêèé ß., Ñèêîðñêèé Ð. Òåîðèÿ îáîáùåííûõ ôóíêöèé: ñåêâåíöèàëüíûé

ïîäõîä. Ì.: Ìèð, 1976.
4. Colombeau J. F. New generalized functions and multiplication of distributions. Amsterdam: North-

Holland Publishing Co., 1984.
5. Ëàçàêîâè÷ Í.Â. Ñòîõàñòè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëû â àëãåáðå îáîáùåííûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ

// Äîêë. ÀÍ Áåëàðóñè. 1994. Ò. 38. � 5. Ñ. 23�27.
6. Yablonski A.L., Di�erential equations with generalized coe�cients // Nonlinear Analysis. 2005. V. 63.

P. 171�197.
7. Ëàçàêîâè÷ Í.Â., ßáëîíñêèé Î.Ë., Õìûçîâ À.Ê. Ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îáîá-

ùåííûìè êîýôôèöèåíòàìè â ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè àëãåáð ìíåìîôóíêöèé // Äîêë. ÍÀÍ Áåëàðóñè.
2011. T. 55. � 2. Ñ. 5�9.

ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÎÂ
ÝÐÌÈÒÀ � ÏÀÄÅ

À.Ï. Ñòàðîâîéòîâ, Å.Ï. Êå÷êî

Ïóñòü 0 = λ0 < λ1 < λ2 � ïðîèçâîëüíûå ðàçëè÷íûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, à
n0 = n, n1 = αn, n2 = βn, ãäå n, α, β � íàòóðàëüíûå ÷èñëà (α, β � ôèêñèðîâàíû).

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà íåäèàãîíàëüíûõ ìíîãî-
÷ëåíîâ Ýðìèòà � Ïàäå ïåðâîãî ðîäà {Apnp

(z)}2
p=0 äëÿ ñèñòåìû ýêñïîíåíò {eλpz}2

p=0.
Òàêèå ìíîãî÷ëåíû ïðè ïîäõîäÿùå çàìåíå ïåðåìåííîé ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè íåêîòî-
ðûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà è ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå (ñì.
ðàáîòû [1�3])

Apnp
(z) =

e−λpz

2πi

∫
Cp

eξz dξ

[ϕ(ξ)]n
, p = 0, 1, 2,

ãäå ϕ(ξ) = ξ(ξ − λ1)α(ξ − λ2)β, à Cp � ãðàíèöà êðóãà ñ öåíòðîì â òî÷êå λp ñòîëü
ìàëîãî ðàäèóñà, ÷òî âñå îñòàëüíûå λj ëåæàò âî âíåøíîñòè ýòîãî êðóãà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç xj, j=1, 2 � íóëè ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè ϕ0(ξ)=ξ(ξ−λ1)(ξ−λ2).
Ñ÷èòàåì, ÷òî G � òàêàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü, ÷òî {xj}2

j=1 ⊂ G ⊂ C\{λp}2
p=0. Òîãäà

ïî òåîðåìå î ìîíîäðîìèè ôóíêöèÿ

S(ξ) = − lnϕ(ξ),

äëÿ êîòîðîé S(x1) = − ln |ϕ(x1)| â ñëó÷àå ϕ(x1) > 0 è S(x1) = − ln |ϕ(x1)| − iπ â
ñëó÷àå ϕ(x1) < 0, îäíîçíà÷íûì îáðàçîì àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàåòñÿ â G (çäåñü è
äàëåå i � ìíèìàÿ åäèíèöà). Çíà÷åíèÿ S(ξ) â îáëàñòè G âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

S(ξ) = − ln |ϕ(ξ)| − i[ImS(x1) + ∆γ argϕ(ξ)],

ãäå êðèâàÿ γ ëåæèò â G è ñîåäèíÿåò òî÷êè x1 è ξ, à ∆γ argϕ(ξ) � ïðèðàùåíèå
àðãóìåíòà ϕ(ξ) âäîëü êðèâîé γ.
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Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà. Ïóñòü n0 = n, n1 = αn, n2 = βn. Òîãäà äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî

÷èñëà z ∈ C ïðè n→∞

A0
n0

(z) = Bn(x1)ex1z (1 +O (1/n)) ,

A1
n1

(z) = Bn(x2)e(x2−λ1)z (1 +O (1/n))−Bn(x1)e(x1−λ1)z (1 +O (1/n)) ,

A2
n2

(z) = −Bn(x2)e(x2−λ2)z (1 +O (1/n)) ,

ãäå Bn(xj) = (2πnS ′′(xj))
−1/2 enS(xj), j = 1, 2.

Îòìåòèì, ÷òî â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà β = 1, ñôîðìóëèðîâàííàÿ òåîðåìà äîêàçàíà
â ðàáîòå [4].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ Ðåñïóá-
ëèêè Áåëàðóñü
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ÑÈÑÒÅÌÍÛÅ ÍÅËÈÍÅÉÍÛÅ
ÏÎËÈÍÎÌÈÀËÜÍÛÅ ÝÂÎËÞÖÈÎÍÍÛÅ ÎÏÅÐÀÒÎÐÛ

È.Â. Òðèôîíîâà

Ýâîëþöèîííûå îïåðàòîðû [1] íàõîäÿò øèðîêîå ïðèëîæåíèå â èññëåäîâàíèè äèíà-
ìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïðåäñòàâèì íåëèíåéíóþ ñèñòåìó ñ äâóìÿ âõîäíûìè è âûõîäíûìè
ñèãíàëàìè â âèäå îïåðàòîðà: y = (y1(t), y2(t)) = A(x1(t), x2(t)), ãäå x1(t), x2(t) � âõîä-
íûå ñèãíàëû ñèñòåìû; y1(t), y2(t) � âûõîäíûå ñèãíàëû ñèñòåìû; A � íåëèíåéíûé
îïåðàòîð. Âûõîäíûå ñèãíàëû îïðåäåëÿþòñÿ ñóììîé ðÿäà èíòåãðàëîâ

y1(t) =

∞∫
−∞

q1(τ) · x1(t− τ)dτ +

∞∫
−∞

∞∫
−∞

q2(τ1, τ2) · x1(t− τ1) · x1(t− τ2) dτ1 dτ2 +

+

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∞∫
−∞

q3(τ1, τ2, τ3) · x1(t− τ1) · x1(t− τ2) · x1(t− τ3) dτ1 dτ2 dτ3 + . . . ,

y2(t) =

∞∫
−∞

p1(τ) · x2(t− τ)dτ +

∞∫
−∞

∞∫
−∞

p2(τ1, τ2) · x2(t− τ1) · x2(t− τ2) dτ1 dτ2 +

+

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∞∫
−∞

p3(τ1, τ2, τ3) · x2(t− τ1) · x2(t− τ2) · x2(t− τ3) dτ1 dτ2 dτ3 + . . . ,
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ãäå q1(t1), q2(t1, t2), . . . , qk(t1, t2, . . . , tk), . . . , p1(t1), p2(t1, t2), . . . , pk(t1, t2, . . . , tk), . . .� ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ÿäåð. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà a îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî Xa �
ïðîñòðàíñòâî âñåõ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íà âñåé ÷èñëîâîé îñè ñ
íîñèòåëåì íà [a,+∞). Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî X, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì
Xa. Îíî ïðåäñòàâëÿåò ïðîñòðàíñòâî âñåõ ôèíèòíûõ ôóíêöèé ñëåâà áåñêîíå÷íî äèô-
ôåðåíöèðóåìûõ íà ÷èñëîâîé îñè (ñíàáæåííîå òîïîëîãèåé èíäóêòèâíîãî ïðåäåëà). Ïîä
ýâîëþöèîííûì îïåðàòîðîì ïîíèìàþò îïåðàòîð A, äåéñòâóþùèé èç X â ïðîñòðàí-
ñòâî X, òàêîé, ÷òî åñëè íîñèòåëü ôóíêöèè x(t) ñîäåðæèòñÿ íà ÷èñëîâîé ïîëóîñè
[t0,+∞), òî è íîñèòåëü ôóíêöèè Ax(t) ñîäåðæèòñÿ íà ïîëóîñè [t0,+∞).

Ýâîëþöèîííûé îïåðàòîð ïåðâîé êðàòíîñòè � ýòî îïåðàòîð A, êîòîðûé çàäàåòñÿ
ðàâåíñòâîì

Ax =
∑
n

Sn(an ∗ x⊗n), (x ∈ X).

Îïåðàòîð A âòîðîé êðàòíîñòè äåéñòâóåò èç ïðîñòðàíñòâà X2 â ïðîñòðàíñòâî X2

âåêòîð-ôóíêöèé íà ÷èñëîâîé îñè òàê, ÷òî åñëè íîñèòåëü âåêòîð-ôóíêöèè x(t) ñîäåð-
æèòñÿ [t0,+∞)2 òî è íîñèòåëü âåêòîð-ôóíêöèè Ax(t) ñîäåðæèòñÿ íà [t0,+∞)2 è
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ax =
∑
n1,n2

Sn1+n2(an1,n2 ∗ (x⊗n1
1 ⊗ x⊗n2

2 )).

Ñèñòåìû ýâîëþöèîííûõ îïåðàòîðîâ ïîçâîëÿþò èññëåäîâàòü íåëèíåéíûå ìíîãîìåð-
íûå ýâîëþöèîííûå ñèñòåìû ñ ëþáûì êîíå÷íûì êîëè÷åñòâîì âõîäíûõ è âûõîäíûõ
ñèãíàëîâ. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü óêàçàííûå îïåðàòîðû äëÿ àíàëèçà äè-
íàìè÷åñêèõ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ íåëèíåéíûìè èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâ-
íåíèÿìè [2]. Ïóñòü S = {A1, A2, . . . , Ar} � ñèñòåìà ýâîëþöèîííûõ îïåðàòîðîâ êðàò-
íîñòè u, äåéñòâóþùèõ èç ïðîñòðàíñòâà Xu â ïðîñòðàíñòâî X, ãäå X � ïðîñòðàíñòâî
ôèíèòíûõ ñëåâà áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íà ÷èñëîâîé îñè.

Ñèñòåìíûì íåëèíåéíûì ýâîëþöèîííûì îïåðàòîðîì ñèñòåìû S íàçûâàåòñÿ îïåðà-
òîð A, äåéñòâóþùèé èç ïðîñòðàíñòâà Xu â ïðîñòðàíñòâî Xr, îïðåäåëÿåìûé ñëåäó-
þùèì ðàâåíñòâîì:

A(x1, x2, . . . , xu) = (A1(x1, x2, . . . , xu), A
2(x1, x2, . . . , xu), . . . , A

r(x1, x2, . . . , xu))

äëÿ ëþáûõ x1, x2, . . . , xu ∈ X.
Â ñëó÷àå, êîãäà r = u = 2, êîãäà ñèñòåìà S = {A1, A2} ñîñòîèò èç äâóõ ýâîëþöè-

îííûõ îïåðàòîðîâ âòîðîé êðàòíîñòè, ïîëó÷èì

A1(x1, x2) =
∑
n1,n2

Sn1+n2(a
1
n1,n2

∗ (x⊗n1
1 ⊗ x⊗n2

2 )),

A2(x1, x2) =
∑
n1,n2

Sn1+n2(a
2
n1,n2

∗ (x⊗n1
1 ⊗ x⊗n2

2 )),

ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî íåîòðèöàòåëüíûì öåëûì n1, n2, òàêèì, ÷òî n1+
+ n2 = n > 0, a1

n1,n2
, a2

n1,n2
� îáîáùåííûå ôóíêöèè ñ íîñèòåëÿìè íà ãèïåðîêòàíòå

[0,+∞)n, x1, x2 ∈ X, x = (x1, x2) ∈ X2, Sn1+n2 � îïåðàòîð ñîêðàùåíèÿ ïåðåìåííûõ
n -ãî ïîðÿäêà, ∗ � îïåðàöèÿ ñâåðòêè.

Òîãäà, íàêëàäûâàÿ íà ñèñòåìó äîâîëüíî ñëàáûå òðåáîâàíèÿ, ïðåäúÿâëÿåìûå ê îïå-
ðàòîðó A, âûõîäíûå ñèãíàëû ñèñòåìû ìîæíî îïèñàòü ôóíêöèîíàëüíûì ðÿäîì. Â îò-
ëè÷èå îò îáû÷íûõ ðÿäîâ, îïðåäåëÿþùèõ ñòàòè÷åñêóþ íåëèíåéíîñòü, ôóíêöèîíàëüíûå
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ðÿäû õàðàêòåðèçóþò äèíàìè÷åñêèå íåëèíåéíûå ñâîéñòâà è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû
äëÿ àïïðîêñèìàöèè øèðîêîãî êëàññà íåëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, ïîäîáíî ðàçëîæåíèþ
ôóíêöèè â ñòåïåííûå ðÿäû.

Ñèñòåìû íåëèíåéíûõ ýâîëþöèîííûõ îïåðàòîðîâ ïåðâîé è âòîðîé êðàòíîñòåé è ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ñèñòåìíûõ ýâîëþöèîííûõ îïåðàòîðîâ, â êà÷åñòâå ÿäåð êîòîðûõ ïðè-
ìåíÿþòñÿ äâóõêîìïîíåíòíûå âåêòîðíîçíà÷íûå îáîáùåííûå ôóíêöèè, ïîçâîëÿò îñó-
ùåñòâëÿòü àíàëèç äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì âèäà

L11x1 + L12x2 = P1(x1, x2) + f1(t), L21x1 + L22x2 = P2(x1, x2) + f2(t),

ãäå L11, L12, L21, L22 � ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû âèäà

Lx = x(n) + χn−1x
(n−1) + . . . + χ1x

′
+ χ0x,

P1(x1, x2), P2(x1, x2) � ìíîãî÷ëåíû äâóõ ïåðåìåííûõ ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà

P (x1, x2) =
n∗∑
n=0

m∗∑
m=0

cn,mx
n
1x

m
2 ,

f1(t), f2(t) � ôóíêöèè èç ïðîñòðàíñòâà X.
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ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÇÀÄÀ×À ÑÎ ÑÂÎÁÎÄÍÎÉ ÃÐÀÍÈÖÅÉ
ÄËß ÊÂÀÇÈËÈÍÅÉÍÎÃÎ ÏÀÐÀÁÎËÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

Ð.Í.Òóðàåâ

Êâàçèëèíåéíûå ïàðàáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ëåæàò â îñíîâå ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñàìûõ ðàçíîîáðàçíûõ ÿâëåíèé è ïðîöåññîâ â ôèçèêå, ìåõàíèêå,
áèîëîãèè, ýêîëîãèè è ìíîãèõ äðóãèõ îáëàñòÿõ çíàíèé. Ðåøåíèþ êëàññè÷åñêîé çàäà-
÷è äëÿ êâàçèëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ïîñâÿùåíî çíà-
÷èòåëüíîå êîëè÷åñòâî ðàáîò, â êîòîðûõ ðàçðàáîòàíû ìåòîäû ïîëó÷åíèÿ àïðèîðíûõ
îöåíîê, èçó÷åíû ðàçðåøèìîñòü çàäà÷ è ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ ãëàäêîñòüþ ðåøåíèé.

Äëÿ êâàçèëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ðàññìîòðåí ðÿä çàäà÷ ñî ñâîáîä-
íîé ãðàíèöåé ñ êëàññè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Òðåáîâàíèÿ ñîâðåìåííîé íà-
óêè è òåõíèêè ïðèâîäÿò ê íåîáõîäèìîñòè ðàññìàòðèâàòü íåëîêàëüíûå çàäà÷è (óðàâ-
íåíèå èëè ãðàíè÷íîå óñëîâèå äàåòñÿ â íåëîêàëüíîé ôîðìå) [1, 2]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå
èçó÷àåòñÿ íåëèíåéíàÿ íåëîêàëüíàÿ çàäà÷à ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé òèïà Ôëîðèíà äëÿ
êâàçèëèíåéíîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Òðåáóåòñÿ íàéòè íà íåêîòîðîì îòðåçêå 0 < t 6 T íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ s(t), òàêóþ, ÷òî s(0) = s0 > 0, 0 < ṡ(t) 6 N,
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s(t)− óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ãåëüäåðà, à ôóíêöèÿ u(t, x) â îáëàñòè D = {(t, x) : 0 <
< t 6 T, 0 < x < s(t)} óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

ut(t, x) = a(ux)uxx(t, x) + b(t, x), (t, x) ∈ D (1)

è ñëåäóþùèì íà÷àëüíûì è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì:

u(0, x) = ϕ(x), 0 6 x 6 s0, (2)

ux(t, 0) = ψ(t), 0 6 t 6 T, (3)

αu(t, 0) = u(t, s(t)), 0 6 t 6 T, (4)

ux(t, s(t)) = µ(t), 0 6 t 6 T. (5)

Ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷è èñïîëüçóåì èäåè è ðåçóëüòàòû ðàáîò [1�3]. Èññëåäîâà-
íèå ïðîâîäèòñÿ ïî ñëåäóþùåé ñõåìå. Ñíà÷àëà óñòàíàâëèâàþòñÿ íåêîòîðûå àïðèîðíûå
îöåíêè äëÿ ðåøåíèé s(t), u(t, x) è èõ ïðîèçâîäíûõ. Äëÿ ýòîãî ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó
(1)�(5) ñâåäåì ê ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷å (òèïà Ñòåôàíà) äëÿ ôóíêöèé s(t), ux(t, x).

Îáîçíà÷èì ux(t, x) = v(t, x). Òîãäà èç çàäà÷è (1)�(5) ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

vt(t, x) = a(v)vxx(t, x) + a′v(v)v(t, x)vx(t, x) + bx(t, x), (t, x) ∈ D (6)

v(0, x) = ϕ′(x), 0 6 x 6 s0, (7)

v(t, 0) = ψ(t), 0 6 t 6 T, (8)

v(t, s(t)) = µ(t), 0 6 t 6 T, (9)

µ(t)ṡ(t) = αa(ψ(t))vx(t, 0)− a(µ(t))vx(t, s(t)) + αb(t, 0)− b(t, s(t)), 0 6 t 6 T. (10)

Äàëåå íà îñíîâå óñòàíîâëåííûõ îöåíîê èññëåäóåòñÿ ïîâåäåíèå ñâîáîäíîé ãðàíèöû,
äîêàçûâàåòñÿ åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ. Â èòîãå äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ
ïîëó÷åííîé è ïåðâîíà÷àëüíîé çàäà÷è ïðè ïîìîùè ìåòîäà íåïîäâèæíîé òî÷êè Øàóäå-
ðà [1�3].
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ÇÀÄÀ×À ÔËÎÐÈÍÀ ÄËß ÍÀÃÐÓÆÅÍÍÎÃÎ
ÏÀÐÀÁÎËÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

Ð.Í. Òóðàåâ, Ê.Í. Òóðàåâ

Â ñîâðåìåííîé íàóêå íàáëþäàåòñÿ ïîâûøåííûé èíòåðåñ ê çàäà÷àì äëÿ íàãðóæåí-
íûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé [1]. À çàäà÷è ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé äëÿ íàãðóæåííîãî
ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ îòíîñÿòñÿ ê êàòåãîðèè ìàëîèçó÷åííûõ [2, 3].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ íåëîêàëüíàÿ çàäà÷à ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé òèïà
Ôëîðèíà äëÿ íàãðóæåííîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.
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Òðåáóåòñÿ íàéòè ïàðó ôóíêöèé s(t), u(t, x) òàêóþ, ÷òî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-
ðóåìàÿ ôóíêöèÿ s(t) îïðåäåëåíà íà îòðåçêå 0 < t 6 T, s(0) = s0 > 0, 0 < ṡ(t) 6 N,
à ôóíêöèÿ u(t, x) â îáëàñòè D = {(t, x) : 0 < t 6 T, 0 < x < s(t)} óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ

a(t, x)uxx(t, x)− ut(t, x) = cu(t, x0), (t, x) ∈ D (1)

è ñëåäóþùèì íà÷àëüíûì è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì:

u(0, x) = ϕ(x), 0 6 x 6 s0, (2)

ux(t, 0) = ψ1(t), 0 6 t 6 T, (3)

αu(t, x0) = u(t, s(t)), 0 6 t 6 T, (4)

ux(t, s(t)) = ψ2(t), 0 6 t 6 T. (5)

Èññëåäîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî ñëåäóþùåé ñõåìå. Ñíà÷àëà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å
òèïà Ñòåôàíà è äîêàçûâàåòñÿ èõ ýêâèâàëåíòíîñòü. Äàëåå, óñòàíàâëèâàþòñÿ àïðèîð-
íûå îöåíêè äëÿ ñâîáîäíîé ãðàíèöû ðåøåíèé è èõ ïðîèçâîäíûõ â íîðìå Ãåëüäåðà.
Íà îñíîâå óñòàíîâëåííûõ îöåíîê èññëåäóåòñÿ ïîâåäåíèå ñâîáîäíîé ãðàíèöû â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè, äîêàçûâàåòñÿ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ïåðâîíà-
÷àëüíîé çàäà÷è. È â èòîãå äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ ïîëó÷åííûé è ïåð-
âîíà÷àëüíîé çàäà÷è ïðè ïîìîùè ìåòîäà íåïîäâèæíîé òî÷êè Øàóäåðà [4, 5].
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ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÂÅÒÂËÅÍÈß ÄËß ÑÈÍÃÓËßÐÍÎ
ÂÎÇÌÓÙÅÍÍÎÃÎ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

Â ÁÀÍÀÕÎÂÎÌ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ

Â.È. Óñêîâ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå

A
dx

dt
= (B + εC)x(t, ε), t ∈ [0, T ], ε ∈ (0, ε0]. (1)

ãäå A, B, C � ëèíåéíûå îïåðàòîðû (âîîáùå ãîâîðÿ, íåîãðàíè÷åííûå), äåéñòâóþùèå
â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå E, domA = domB = domC; A, B, C.

Ðàññìîòðåí ñëó÷àé îäíîìåðíîãî ÿäðà Ô-îïåðàòîðà A. Äëÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâ-
íåíèÿ (1) â ðàáîòå [1] ïðîàíàëèçèðîâàíî ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ ïðè ε → 0 â òåðìèíàõ
æîðäàíîâûõ öåïî÷åê; â ðàáîòå [2] ïîñòðîåíî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî
ïàðàìåòðó ε.
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Â ðàáîòå [3] èññëåäóåòñÿ ñëó÷àé 0-ÍÑ×-îïåðàòîðà A [4] ñ ìíîãîìåðíûì ÿäðîì è
æîðäàíîâûìè öåïî÷êàìè ýëåìåíòîâ, îòâå÷àþùèõ íóëåâîìó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó, ðàç-
ëè÷íîé äëèíû. Ïðèâîäèòñÿ óðàâíåíèå âåòâëåíèÿ, ïîçâîëÿþùåå íàéòè âèä ôóíêöèé
ïîãðàíñëîÿ ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) [5]:

x(t, ε) = x̄m(t, ε) + v̄m(t, ε) +Rm(t, ε), (2)

ãäå x̄m(t, ε) =
∑

k ε
kxk(t) � ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü, v̄m(t, ε)

∑
k ε

kvk(τ), τ = τ(t, ε), �
ïîãðàíñëîéíàÿ ÷àñòü, Rm(t, ε) � îñòàòî÷íûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ (2).
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4. Ãîõáåðã È.Ö., Êðåéí Ì.Ã. Ââåäåíèå â òåîðèþ ëèíåéíûõ íåñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ. Ì.:
Íàóêà, 1965.

5. Âàñèëüåâà À.Á., Áóòóçîâ Â.Ô. Àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé ñèíãóëÿðíî âîçìóùåí-
íûõ óðàâíåíèé. Ì.: Íàóêà, 1973.

ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÅ ÌÀÒÐÈ×ÍÎ-ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ
ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ ÈÍÒÅÐÏÎËßÖÈÎÍÍÛÌÈ ÌÅÒÎÄÀÌÈ

À.Ï. Õóäÿêîâ, Å.Â. Ïàíòåëååâà, À.À. Òðîôèìóê

Ïóñòü X � ìíîæåñòâî ôóíêöèîíàëüíûõ èëè ñòàöèîíàðíûõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö
A = A(t), t ∈ R, ôèêñèðîâàííîãî ðàçìåðà. Ââåäåì äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

D̃n+1F (A) ≡ D̃n+1F (A;Hn+1Hn · · ·H1) = δn+1F [A;Hn+1Hn · · ·H1],

ãäå δn+1F [A;Hn+1Hn · · ·H1] � äèôôåðåíöèàë Ãàòî ïîðÿäêà n+ 1 â òî÷êå A ∈ X ïî

íàïðàâëåíèÿì H1, H2, . . . , Hn+1 èç X. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî D̃0F (A) ≡ F (A).
Îáîçíà÷èì ω(A) = (A−A0)(A−A1) · · · (A−An), lk(A) = (A−A0) · · · (A−Ak−1)×

×(A−Ak+1) · · · (A−An), Bk=D̃mlk(An+1), Ãk=BkAn+1+B−1
k

∑m
i=1 D̃m−1lk(An+1;Hm· · ·

· · ·Hi+1Hi−1 · · ·H1)BkHi, k = 0, n. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìàòðèöû Bk, lk(Ak),

BkAk − Ãk k = 0, n, è D̃mω(An+1) îáðàòèìû.
Ïîñòðîèì ôîðìóëó ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ äèôôåðåíöèàëà Ãàòî ïîðÿäêà m

(1 6 m 6 n), îò ôóíêöèè ìàòðè÷íîãî àðãóìåíòà F (A) ïî åå çíà÷åíèÿì â óçëàõ
A0, A1, . . . , An. Äåéñòâèòåëüíî, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå [1]

F (A) =
n∑
k=0

lk(A)(BkA− Ãk)[lk(Ak)(BkAk − Ãk)]−1F (Ak) +

+ ω(A)[D̃mω(An+1)]−1D̃mF (An+1) +Rn(F ;A), (1)
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ãäå Rn(F ;A) � îñòàòî÷íûé ÷ëåí èíòåðïîëÿöèîííîé ôîðìóëû. Âûðàæàÿ èç ïîñëåäíåãî

ðàâåíñòâà D̃mF (An+1), áóäåì èìåòü

D̃mF (An+1) = D̃mω(An+1)ω−1(A)×

×
(
F (A)−

n∑
k=0

lk(A)(BkA− Ãk)[lk(Ak)(BkAk − Ãk)]−1F (Ak)−Rn(F ;A)

)
. (2)

Îòáðàñûâàÿ â (2) îñòàòî÷íûé ÷ëåí Rn(F ;A) ôîðìóëû (1), ïîëó÷èì èñêîìóþ ïðè-
áëèæåííóþ ôîðìóëó âû÷èñëåíèÿ äèôôåðåíöèàëà Ãàòî

δmF [A;HmHm−1 · · ·H1] ∼=

∼= D̃mω(An+1)ω−1(A)

(
F (A)−

n∑
k=0

lk(A)(BkA− Ãk)[lk(Ak)(BkAk − Ãk)]−1F (Ak)

)
.

Çäåñü ìàòðèöà A äîëæíà áûòü òàêîé, ÷òîáû áûëè îáðàòèìû âõîäÿùèå â ôîðìóëó
ìàòðèöû.

Äîñòàòî÷íî ïîëíî òåîðèÿ ìàòðè÷íîãî èíòåðïîëèðîâàíèÿ èçëîæåíà â ìîíîãðà-
ôèè [2].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Áåëîðóññêîãî ðåñïóáëèêàíñêîãî
ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò � Ô16Ì-055).
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TWO-POINT WEIGHTED BOUNDARY VALUE PROBLEMS
FOR SECOND ORDER DIFFERENTIAL EQUATIONS

WITH DEVIATING ARGUMENTS

N. Partsvania

On a �nite open interval ]a, b[, we consider the di�erential equation

u′′(t) = f(t, u(τ(t))) (1)

with two-point weighted boundary conditions of one of the following two types:

lim
t→a

u(t)

(t− a)α
= 0, lim

t→b

u(t)

(b− t)β
= 0 (2)

or

lim
t→a

u(t)

(t− a)α
= 0, lim

t→b
u′(t) = 0, (3)

where f :]a, b[×R→ R and τ :]a, b[→]a, b[ are continuous functions, while α ∈ [0, 1[ and
β ∈ [0, 1[ are constants.
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Unimprovable in a certain sense conditions are established for the solvability and unique
solvability of problem (1), (2) (of problem (1), (3)) which cover the case where the function
f in the �rst argument has a nonintegrable singularity of arbitrary order at the points a
and b (at the point a), i.e., the case, where

b∫
a

(t− a)λ(b− t)λ|f(t, x)| dt = +∞
( b∫

a

(t− a)λ|f(t, x)| dt = +∞
)

for any x 6= 0 and λ > 0.
In particular, the following theorems are proved.
Theorem 1. Let there exist a continuous function g :]a, b[→ [0,+∞[ such that

b∫
a

χ(t)(t−a)(b−t)g(t) dt+

b∫
a

(1−χ(t))(t−a)1−α(b−t)1−β(τ(t)−a)α(b−τ(t))βg(t) dt < b−a,

and in the domain ]a, b[×R the condition

χ(t)[f(t, x)− f(t, y)] sgn (x− y)− (1− χ(t))|f(t, x)− f(t, y)| > −g(t)|x− y| (4)

is satis�ed, where χ(t) = 1 for τ(t) = t, and χ(t) = 0 for τ(t) 6= t. If, moreover,

b∫
a

(t− a)1−α(b− t)1−β|f(t, 0)| dt < +∞,

then problem (1), (2) has one and only one solution.
Theorem 2. Let there exist a continuous function g :]a, b[→ [0,+∞[ such that

b∫
a

[χ(t)(t− a) + (1− χ(t))(t− a)1−α(τ(t)− a)α]g(t) dt < 1,

and in the domain ]a, b[×R condition (4) holds. If, moreover,

b∫
a

(t− a)1−α|f(t, 0)| dt < +∞,

then problem (1), (3) has one and only one solution.

ON EXISTENCE OF THE MARCHAUD FRACTIONAL DERIVATIVE

S.V. Rogosin, M.V. Dubatovskaya

The Marchaud fractional derivative is de�ned for arbitrary values of α, Reα > 0, by
the following formula (see [1, Sec. 5.6]):

(Dα
±f)(x) =

α

Γ(1− α)Al(α)

∞∫
0

(∆l
±tf)(x)

t1+α
dt, l > Reα > 0, (1)
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where

Al(α) =
l∑

k=0

(−1)k−1

(
l
k

)
kα, (∆l

±tf)(x) =
l∑

k=0

(−1)k
(
l
k

)
f(x∓ kt).

In particular, this formula has the form

(Dα
±f)(x) =

α

Γ(1− α)

∞∫
0

f(x)− f(x− t)
t1+α

dt, for 0 < Reα < 1, (2)

(Dα
±f)(x)=

α

Γ(1−α)(2−2α)

∞∫
0

f(x)−2f(x−t)+f(x−2t)

t1+α
dt, for 1<Reα<2. (3)

De�nition (1) is a kind of the regularization of the construction appeared due to formal
replacement of the positive parameter α in the Liouville fractional integral

(Iα−f)(x) :=
1

Γ(α)

x∫
−∞

f(t) dt

(x− t)1−α

by the negative one. The approach by Marchaud was to introduce such a regularization
which generalizes the Liouville fractional derivative (see [2, 3]). Since the obtained integral
(I−α− f)(x) is in general divergent, it is necessary to give a proper sence to this integral.

Su�cient condition for existence of the integral in (1) are presented, e.g., in [1]. In par-
ticular, it was shown [1, Theorem 5.9] that the Marchaud derivative (1) is de�ned on
bounded function whose derivative of order [α] locally satis�es the H�older condition with
the exponent λ > α− [α].

In our report we discuss another class of functions provided an existence of the Marchaud
derivative.

Theorem. Let the function f(x) be uniformly approximated on the semi-axes
(−∞, a] ⊂ R by the sum of exponents

f(x) ≈
N∑
j=1

Cje
λjx, 0 6 λ1 < . . . < λN , Cj ∈ C, (4)

then there exists the Marchaud derivative (1) of this function for each x ∈ (−∞, a].
Sketch of the proof. To describe the idea of the proof we calculate the Marchaud

derivative of the function f(x) = eλx, λ > 0, in the case 0 < α < 1 :

(Dα
±e

λt)(x) =
α

Γ(1− α)

∞∫
0

eλx − eλ(x−t)

t1+α
dt =

αeλx

Γ(1− α)

∞∫
0

1− e−λt

t1+α
dt.

The last integral is surely convergent. Calculating it by parts

(Dα
±e

λt)(x) =
α

Γ(1− α)

{
eλx

(−α)
(1− e−λt)t−α

∣∣∣∣t=∞
t=0

− eλx

(−α)

∞∫
0

λe−λtt1−α−1 dt

}

we obtain (Dα
±e

λt)(x) = λαeλx.
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Calculations for the large values of the parameter α can be performed similarly.
Remark 1. The idea of considering the class of functions (4) goes back to the initial

work by Liouville (see [3]).
Remark 2. The Marchaud derivative is useful at the study of certain problems for

fractional oder operators, see e.g., [4].
Acknowledgement. The work is partially supported by Belarusian Republican Foun-

dation for Fundamental Research, grant F17MS-002.
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TWO-DIMENSIONAL INTEGRAL TRANSFORM
WITH THE GAUSS HYPERGEOMETRIC FUNCTION IN THE KERNEL

AS TWO-DIMENSIONAL MODIFIED G -TRANSFORM

O.V. Skoromnik, S.A. Shlapakov

Two-dimensional integral transform

xxxσ
xxx∫

0

(xxx− ttt)c−1

Γ(c)
F

(
a, b; c; 1− xxx

ttt

)
tωf(ttt) dttt (xxx > 0) (1)

is studied. Here xxx = (x1, x2) ∈ R2, ttt = (t1, t2) ∈ R2; a = (a1, a2), b = (b1, b2), c =
= (c1, c2) ∈ R2, 0 < cj < 1 (j = 1, 2); σ = (σ1, σ2) ∈ R2; ω = (ω1, ω2) ∈ R2;

(xxx − ttt)c−1 =
∏2

j=1(xj − tj)cj−1;
∫ xxx

0
=
∫ x1

0
·
∫ x2

0
; Rn

++ = {xxx : xxx ∈ R2, x1 > 0, x2 > 0};
the expression xxx > ttt means x1 > t1, x2 > t2; dttt = dt1 · dt2 [1�3]; F (a, b; c; 1 − xxx/ttt) is a
function of the form:

F (a, b; c; 1− xxx/ttt) =
2∏
j=1

2F1(aj, bj; cj; 1− xj/tj), 2F1(aj, bj; cj; 1− xj/tj) (j = 1, 2)

are the Gauss hypergeometric functions [4].
It is proved that the considered construction (1) can be represented as the integral

transform involving two-dimensional analogue of Meijer's G -function as kernel [5]. On the
basis of this representation mapping properties such as the boundedness, the range, the
representation and inversion of the considered transform in the weighted space of Lebesgue
measurable functions f(x) = f(x1, x2) on R2

++ such that

‖f‖v,r =

{∫
R1

+

xv2r2−1
2

[ ∫
R1

+

xv1r1−1
1 |f(x1, x2)|r1 dx1

]r2/r1
dx2

}1/r2

<∞

(r = (r1, r2), 1 < r <∞, v = (v1, v2) ∈ R2) are established.
This work generalize the results obtained in [6] for one-dimentional case.
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ON RIEMANN � LIOUVILLE FRACTIONAL DIFFERENTIAL
EQUATIONS

H.T. Tuan, A. Czornik, J.J. Nieto, M. Niezabitowski

In recent years, fractional-order di�erential equations have attracted increasing interests
due to their applications in time-dependent materials, modeling anomalous di�usion and
processes with long range dependence, complex networks and allometric scaling laws [1].
In this paper, we present some results for existence of global solutions and attractivity for
multidimensional fractional di�erential equations involving Riemann � Liouville derivative.
Firstly, by using a Bielecki type norm and Banach �xed point theorem, we prove a Picard �
Lindelof type theorem on the existence and uniqueness of solutions. Next, applying the
properties of Mittag � Le�er functions, we describe the attractivity of solutions to some
classes of Riemann � Liouville linear fractional di�erential systems.

We will study Riemann � Liouville fractional di�erential systems

Dα
0+x(t) = f(t, x(t)), (1)

where α ∈ (0, 1) and Dα
0+ is the Riemann�Liouvile derivative of order α, f : [0,∞) ×

× Rs → Rs is a given function and x : (0,∞) → Rs is the solution. The initial value
problem for (1) we de�ne as a problem of �nding a solution that ful�lls the condition

lim
t→0+

t1−αx(t) = x0 (2)

for an a priori given x0 ∈ Rs.
The next theorem contains the main result of this paper regarding the existence and

uniqueness of solution.
Theorem 1. Suppose that the function f : [0,∞)× Rs → Rs is continuous and there

exists a bounded (or continuous) function L : [0,∞)→ [0,∞) such that

‖f(t, x)− f(t, y)‖ 6 L(t)‖x− y‖

for all t ∈ [0,∞) and x, y ∈ Rs, then the equation (1) with the initial condition (2) has a
unique solution in the space C1−α([0,∞),Rs) for all x0 ∈ Rs.



80 ¾ÅÐÓÃÈÍÑÊÈÅ ×ÒÅÍÈß�2018¿

Consider the following special form of the equation (1)

Dα
0+
x(t) = Ax(t) +Q(t)x(t) + g(t), (3)

where A ∈ Rs×s, Q : [0,∞)→ Rs×s and g : [0,∞)→ Rs are continuous functions.
De�nition. The equation (3) is called globally attractive if for any x0 ∈ Rs the solution

ϕ(·, x0) of (3) tends to zero at in�nity.
The next two theorems contain the main results of this paper regarding the attractivity

of the equation (3).
Theorem 2. Consider the equation (3). Suppose that σ(A) ⊂ Λs

α, the matrix valued
function Q : [0,∞)→ Rs×s satis�es

sup
t>0

t1−α
t∫

0

(t− τ)α−1|||Eα,α((t− τ)αA)Q(τ)|||τα−1 dτ < 1,

and g : [0,∞)→ Rs is continuous and

sup
t>0

t1−α
t∫

0

(t− τ)α−1‖Eα,α((t− τ)αA)g(τ)‖ dτ <∞.

Then for any x0 ∈ Rs, we have ϕ(·, x0) ∈ C0
1−α([0,∞),Rs). In particular, the equation

(3) is globally attractive.
Theorem 3. Assume that σ(A) ⊂ Λs

α, Q : [0,∞)→ Rs×s is continuous and satis�es

lim
t→∞
|||Q(t)||| = 0,

and g : [0,∞)→ Rs is continuous such that

sup
t>0

t1−α
t∫

0

(t− τ)α−1‖Eα,α((t− τ)αA)g(τ)‖ dτ <∞.

Then for any x0 ∈ Rs, the solution ϕ(·, x0) of (3) satis�es

ϕ(·, x0) ∈ C0
1−α([0,∞),Rs).

In particular, the equation (3) is globally attractive.
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ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß
È ÈÕ ÏÐÈËÎÆÅÍÈß

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È ÓÏËÎÒÍÅÍÈß
ÃÐÓÍÒÀ Ñ Ó×ÅÒÎÌ ÍÀ×ÀËÜÍÎÃÎ ÃÐÀÄÈÅÍÒÀ ÍÀÏÎÐÀ

È ÅÅ ÐÅØÅÍÈß

Ø. Àëòûíáåêîâ

Êàê èçâåñòíî, îäíèì èç îñíîâíûõ àêòóàëüíûõ âîïðîñîâ îñòàåòñÿ îïðåäåëåíèå êî-
íå÷íûõ îñàäîê ñîîðóæåíèé ãèäðîýëåêòðîñòàíöèè è ïðîìûøëåííî-ãðàæäàíñêèõ çäà-
íèé, îáóñëîâëåííûõ êîíñîëèäàöèåé ãðóíòîâ ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ íà÷àëüíîãî ãðàäèåíòà
íàïîðà. Ñôîðìóëèðîâàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà êâàçèëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷è
êîíñîëèäàöèè íåîäíîðîäíûõ ãðóíòîâ ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ íà÷àëüíîãî ãðàäèåíòà íàïîðà.

∂H

∂t
= Cν(x3)

(
∂

∂x1

(
K1

(
∂H

∂x1

− i0
))

+
∂

∂x2

(
K2

(
∂H

∂x2

− i0
))

+

∂

∂x3

(
K3

(
∂H

∂x3

− i0
)))

= −L(H), (x, t) ∈ Q∞ = G× (τ ; +∞), (1)

H|t=τ1 = H0(x), x ∈ G, (2)

χ
(1)
1

(
∂H

∂x1

− i∗0
)
− χ(2)

1 H|x1=−l1 = Ψ1(x2, x3, t),

χ
(3)
1

(
∂H

∂x1

− i∗0
)
− χ(4)

1 H|x1=l1 = Ψ2(x2, x3, t),

(3)

χ
(1)
2

(
∂H

∂x1

− i∗0
)
− χ(2)

2 H|x1=−l1 = Ψ3(x2, x3, t),

χ
(3)
2

(
∂H

∂x1

− i∗0
)
− χ(4)

2 H|x1=l1 = Ψ4(x2, x3, t),

(4)

χ
(1)
3

(
∂H

∂x1

− i∗0
)
− χ(2)

3 H|x1=−l1 = Ψ5(x2, x3, t),

χ
(3)
3

(
∂H

∂x1

− i∗0
)
− χ(4)

3 H|x1=l1 = Ψ6(x2, x3, t).

(5)

Çäåñü ôóíêöèè Ψ(x, t), Ks(H), s = 1, 2, 3, è i0 = i0(H) íåïðåðûâíû è îãðàíè÷åíû.
Èññëåäîâàíû âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ, åäèíñòâåííîñòè è îáîñíîâàíû ìåòîäû ðåøå-

íèÿ äëÿ ýòîé çàäà÷è.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü ïîëîæèòåëüíûå ôóíêöèè Cν(x3), Ks(x, t,H0, H), i0(x, t,H0, H)

ïðèíàäëåæàò êëàññó C2(x ∈ G, 0 6 τ1 6 t < T <∞)
⋂
C(Q∞), ôóíêöèÿ H(x, t) óäî-

âëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1) â Q∞, íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (2) è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì
(3) � (5) è L(H) > 0 (L(H) 6 0) â Q∞, à ôóíêöèÿ H0(x) ñîäåðæèòñÿ â îáëà-
ñòè îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà-
÷è (1) � (5). Ýòî ðåøåíèå íåïðåðûâíî çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ äàííûõ,
ïàðàìåòðîâ ìåðû ïîëçó÷åñòè, êîýôôèöèåíòîâ ôèëüòðàöèè, ìãíîâåííîãî óïëîòíå-
íèÿ è áîêîâîãî äàâëåíèÿ, à òàêæå ñâîáîäíîãî ÷ëåíà.
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Â äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçóþòñÿ ïðèíöèïû ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà, òåîðåìà ðàç-
ëîæåíèÿ, ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè ìàæîðèðóåìûõ ðÿäîâ, ñâîéñòâà ìåðû ïîëçó÷åñòè, à
òàêæå ôèçè÷åñêè î÷åâèäíûé ôàêò, çàêëþ÷àþùèéñÿ â òîì, ÷òî íàïîð (èëè äàâëåíèå â
ïîðîâîé æèäêîñòè) ïåðåìåùàåòñÿ ëèøü îò ìåñò ñ áîëüøèì íàïîðîì ê ìåñòàì ñ ìåíü-
øèì íàïîðîì.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 1, à H(x, t) � ðåøåíèå êðàå-
âîé çàäà÷è (1) � (5) è Hk(x, t), k ∈ N, � ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

∂Hk

∂t
= Cν(x3)

(
K11

∂2Hk

∂x2
1

+K12
∂2Hk

∂x2
2

+K13
∂2Hk

∂x2
3

)
+ Φk−1(x, t), k ∈ N, (6)

óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì (2) è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (3) � (5), ïðè÷åì H > H1.
Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Hk, k ∈ N, ñõîäèòñÿ ê åäèíñòâåííîìó ðåøåíèþ H(x, t)
çàäà÷è (1) � (5) ïðè k →∞.

Ôóíêöèÿ Φk−1(x, t), k ∈ N, â óðàâíåíèè (6) íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà.
Â äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçóþò ïðèíöèï ìàêñèìóìà è òåîðåìó ñðàâíåíèÿ. Çàäà÷à

(1)�(5) ìîæåò áûòü ðåøåíà ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè ÷èñëåííîãî àíàëèçà è óðàâíåíèé
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Çäåñü ïðåäïî÷òåíèå îòäàåòñÿ ìåòîäó èòåðàöèè, ìåòîäó ââå-
äåíèÿ íîâîé íåèçâåñòíîé ôóíêöèè, ìåòîäó ïðåîáðàçîâàíèÿ íåîäíîðîäíûõ ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé â îäíîðîäíûå, ìåòîäó Ôóðüå, ìåòîäó àïïðîêñèìàöèè, ìåòîäó ââåäåíèÿ íîâûõ
ïåðåìåííûõ, ìåòîäó ðàçëîæåíèÿ ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì.

Îñàäîê ãðóíòîâîãî îñíîâàíèÿ, âûçâàííûé íàãðóçêîé q, îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

sk(t) =
3γα0

1 + ε0

h∫
0

α1 + α2e
−α3x3

1 + 2ξ0e−α4x3
(H0(x)−Hk(x, t)) dx3. (7)

Ðàñ÷åòíàÿ ôîðìóëà (7) äàåò âîçìîæíîñòü êîëè÷åñòâåííîãî è êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà
âëèÿíèÿ íà÷àëüíîãî ãðàäèåíòà íàïîðà íà ïðîöåññ îñàäêè ãðóíòîâûõ îñíîâàíèé.

ÎÁ ÎÄÓ ÏßÒÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ, ÄÎÏÓÑÊÀÞÙÈÕ ÈÍÂÀÐÈÀÍÒÍÎÅ
ÏÐÈÑÎÅÄÈÍÅÍÈÅ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ ÏÐÎÅÊÒÈÂÍÎÉ ÑÂßÇÍÎÑÒÈ

Ã.À. Áàíàðó

Â ñåíòÿáðå 2016 ãîäà èñïîëíèëîñü 90 ëåò ñî äíÿ ðîæäåíèÿ èçâåñòíîãî îòå÷åñòâåí-
íîãî ãåîìåòðà Íèêîëàÿ Âàñèëüåâè÷à Ñòåïàíîâà (1926�1991), ïðîôåññîðà, äîêòîðà ôè-
çèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê [1]. Ïðàêòè÷åñêè âñÿ íàó÷íàÿ äåÿòåëüíîñòü Í.Â. Ñòåïàíîâà
áûëà ñâÿçàíà îäíèì íàïðàâëåíèåì � ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèåé îáûêíîâåííûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Èì îïóáëèêîâàíî îêîëî ïîëóñîòíè çíà÷èòåëüíûõ ðàáîò ïî
ýòîé òåìàòèêå. Íàèáîëåå ïîëíî åãî ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû â åãî äîêòîðñêîé äèñ-
ñåðòàöèè [2] (çàùèòà ñîñòîÿëàñü íà ìåõìàòå ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà), à òàêæå â
äâóõ îáçîðàõ [3, 4], êîòîðûå ÷àùå âñåãî öèòèðóþòñÿ ñïåöèàëèñòàìè â äàííîé îáëàñòè.

Ðàññìîòðèì îäíó èç çàäà÷, ïîñòàâëåííûõ Í.Â. Ñòåïàíîâûì. Êàê èçâåñòíî [3], êàæ-
äîìó êëàññó óðàâíåíèé, ýêâèâàëåíòíûõ ñ òî÷íîñòüþ äî òî÷åíîé àíàëèòè÷åñêîé çàìåíû
êîîðäèíàò, ñîîòâåòñòâóåò âïîëíå îïðåäåëåííîå ðàññëîåííîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñâÿçíî-
ñòüþ, îäíîçíà÷íî îïèñûâàåìîå êîíêðåòíûìè óðàâíåíèÿìè ñòðóêòóðû. Äëÿ íåêîòîðîãî
óðàâíåíèÿ îïðåäåëåííîãî êëàññà òåíçîð êðó÷åíèÿ-êðèâèçíû ñòðóêòóðíûõ óðàâíåíèé
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ìîæåò áûòü ðàâíûì íóëþ. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû îïðåäåëÿþò ãðóïïó
èíâàðèàíòíîñòè äàííîãî óðàâíåíèÿ. Íàïðèìåð, òàê îáñòîèò äåëî ñ äèôôåðåíöèàëü-
íûì óðàâíåíèåì ïÿòîãî ïîðÿäêà

y(5) =
5y(3)y(4)

y′′
− 40(y(3))3

9(y′′)2
. (1)

Èíòåãðàëüíûìè êðèâûìè óðàâíåíèÿ (1) ÿâëÿþòñÿ ëèíèè âòîðîãî ïîðÿäêà îáùåãî
âèäà (â ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé). Îíè, êàê õîðîøî èçâåñò-
íî, èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé [5]. Âîò ïî÷åìó óðàâíå-
íèþ (1) ñîîòâåòñòâóåò ïëîñêèé ñëó÷àé ñâÿçíîñòè ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ñòðóê-
òóðíûå óðàâíåíèÿ ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ÷àñòíûé ñëó÷àé
ñòðóêòóðíûõ óðàâíåíèé ïðîñòðàíñòâà ïðîåêòèâíîé ñâÿçíîñòè � ðàññëîåííîãî ïðî-
ñòðàíñòâà ñ ïðîåêòèâíîé ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé [6]. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî âîçíè-
êàåò âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè êëàññà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ïÿòîãî ïîðÿäêà, äëÿ êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþùåå ðàññëîåííîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿëîñü
áû ïðîñòðàíñòâîì ïðîåêòèâíîé ñâÿçíîñòè. Óðàâíåíèå (1), ðàçóìååòñÿ, äîëæíî ñîäåð-
æàòüñÿ â òàêîì êëàññå.

Êëþ÷îì ê ðåøåíèþ äàííîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ äîêàçàííàÿ â ðàáîòå [7]
Òåîðåìà 1. Cëåäóþùèå óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû îïðåäåëÿþò ïðîñòðàíñòâî ïðîåê-

òèâíîé ñâÿçíîñòè:

Dω1 = ω1 ∧ ω1
1 + ω2 ∧ (ω1

11 −
2

3
ω2

111) + Ω1;

Dω2 = ω1 ∧ ω2
1 + ω2 ∧

(
2ω1

1 − ω2
11

)
+ Ω2;

Dω2
1 = ω1 ∧ ω2

11 + ω2
1 ∧ (ω1

1 − ω2
11) + ω2 ∧ (2ω1

11 − ω2
111) + Ω2

1;

Dω2
11 = ω1 ∧ ω2

111 + ω2
1 ∧ (3ω1

11 − 2ω2
111) + Ω2

11;

Dω2
111 = ω2

1111 ∧
(

1

2
ω2

1 − ω1

)
+ ω2

111 ∧ (2ω2
11 − ω1

1) + 3ω2
11 ∧ ω1

11 + Ω2
111;

Dω2
1111 = ω2

1111 ∧ (ω2
11 − 2ω1

1) + 2ω2
111 ∧ ω1

11 + Ω2
1111;

Dω1
1 = ω1 ∧ ω1

11 + ω2
1 ∧
(
ω1

11 −
2

3
ω2

111

)
+

1

6
ω2

1111 ∧ ω2 + Ω1
1;

Dω1
11 = ω1

1 ∧ ω1
11 + ω2

1111 ∧ (
1

3
ω2

1 −
1

2
ω1) + ω2

11 ∧
(
ω1

11 −
2

3
ω2

111

)
+ Ω1

11. (2)

Çäåñü Ω � ôîðìû êðó÷åíèÿ-êðèâèçíû, îáðàçîâàííûå âíåøíèìè ïðîèçâåäåíèÿìè äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ ôîðì ω1, ω2 ω2

1, ω2
11, ω2

111, ω2
1111.

Îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ñîäåðæèò
Òåîðåìà 2. Îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïÿòîãî ïîðÿäêà

y(5) =

(
5y(3)

y′′ + E
+D

)
y(4) +B,

ãäå B = B(x, y, y′, y′′, y(3)); D = D(x, y, y′, y′′); E = E(x, y, y′), äîïóñêàåò èíâàðè-
àíòíîå ïðèñîåäèíåíèå ê ñåáå ïðîñòðàíñòâà ïðîåêòèâíîé ñâÿçíîñòè, îïèñûâàåìîãî
óðàâíåíèÿìè ñòðóêòóðû (2) è èìåþùåãî ëèíèè âòîðîãî ïîðÿäêà â êà÷åñòâå îáðàçó-
þùèõ ýëåìåíòîâ.
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Î ÊÎÐÐÅÊÒÍÎÑÒÈ ÏÎÑÒÀÍÎÂÎÊ ÌÎÄÅËÜÍÛÕ ÇÀÄÀ×
ÃÅÌÎÄÈÍÀÌÈÊÈ

Â.È. Áåçÿåâ, Í.Õ. Ñàäåêîâ

Îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷ ìîäåëèðîâàíèÿ ãåìîäèíàìèêè ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå
îïðåäåëåíèå òå÷åíèÿ êðîâè â ñèñòåìå ñîñóäîâ ñ ó÷åòîì áèôóðêàöèé ñîñóäîâ è èõ ðàç-
íîðîäíîñòè. Íàèáîëåå ïðèâëåêàòåëüíûìè è èçó÷åííûìè ÿâëÿþòñÿ êâàçèîäíîìåðíûå
ìîäåëè òå÷åíèÿ êðîâè â ñîñóäàõ (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû [1�3]). Â íàñòîÿùåé ðàáîòå
èññëåäîâàíà êîððåêòíîñòü ïîñòàíîâîê íåêîòîðûõ çàäà÷ äëÿ ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíå-
íèé ãåìîäèíàìèêè íà ïðîñòåéøèõ ãðàôàõ.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåàðèçîâàííûõ ãåìîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè äëÿ îäíîãî ñîñóäà

ut + ūux +
1

ρ
px = 0, pt + ρc2ux + ūpx = 0, (1)

ãäå ïîñòîÿííûå c =
√
s̄/(ρθ) � ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïóëüñîâîé âîëíû, ρ �

ïëîòíîñòü êðîâè, ū, p̄, s̄ � íåêîòîðûå ôîíîâûå çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè, äàâëåíèÿ è ïëî-
ùàäè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñîñóäà ñîîòâåòñòâåííî, θ � êîýôôèöèåíò ýëàñòè÷íîñòè
ñîñóäà, à ôóíêöèè u(x, t) è p(x, t) � ìàëûå îòêëîíåíèÿ îò ôîíîâûõ çíà÷åíèé ([1]).

Äëÿ ýòîé ñèñòåìû ìîæíî íàéòè òî÷íûå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè, ñìåøàííîé çàäà÷è
íà ãðàôå ñ îäíîé âåðøèíîé è çàäà÷ òðàíñìèññèè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êîíå÷íûõ ãðàôîâ
ñ îäíîé âåðøèíîé [4]. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ çàäà÷è òðàíñìèññèè íà ãðàôå òèïà ¾ïó÷îê¿,
ñîñòîÿùåì èç îäíîé âåðøèíû è n íàïðàâëåííûõ ïîëóîãðàíè÷åííûõ ðåáåð, ñîåäèíÿ-
þùèõñÿ â íåé, âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà. Ïóñòü íà êàæäîì ðåáðå i = 1, 2, . . . , n ãðàôà ñïðàâåäëèâà ñèñòåìà óðàâ-
íåíèé ãåìîäèíàìèêè âèäà (1) è çàäàíû íà÷àëüíûå äàííûå ui(xi, 0) = φi(xi), pi(xi, 0) =
= ψi(xi), à â âåðøèíå ãðàôà âûïîëíÿþòñÿ ëèíåàðèçîâàííûå óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ∑n

i=1 zi(s̄iui(0, t) + θiūipi(0, t)) = 0, pi(0, t) = pj(0, t), i 6= j. Çäåñü zi = 1, åñëè i -å
ðåáðî ÿâëÿåòñÿ âõîäÿùèì â âåðøèíó, è zi = −1, åñëè i -å ðåáðî ÿâëÿåòñÿ âûõîäÿùèì
èç âåðøèíû. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî φi(xi) ∈ C1(zixi 6 0) è ψi(xi) ∈ C1(zixi 6 0).
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Òîãäà êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è òðàíñìèññèè ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è
âûðàæàåòñÿ ôîðìóëàìè

ui(xi, t)=


1

2

(
zi
ρci

(ψi(vi)− ψi(wi)) + φi(vi) + φi(wi)

)
, ziwi60,

1

2

(
zi
ρci

ψi(vi)+φi(vi)+
n∑
j=1

kj→i

(
zj
ρcj

ψj

(
λ
zj
j

λ−zii

wi

)
+ φj

(
λ
zj
j

λ−zii

wi

)))
, ziwi>0,

pi(xi, t)=


ziρci

2

(
zi
ρci

(ψi(vi) + ψi(wi)) + φi(vi)− φi(wi)
)
, ziwi60

ziρci
2

(
zi
ρci

ψi(vi)+φi(vi)−
n∑
j=1

kj→i

(
zj
ρcj

ψj

(
λ
zj
j

λ−zii

wi

)
+φj

(
λ
zj
j

λ−zii

wi

)))
, ziwi>0,

ãäå vi = xi − λzii t è wi = xi − λ−zii t, i = 1, 2, . . . , n, à kj→i � êîýôôèöèåíòû, âû÷èñ-
ëÿåìûå ïî ôîðìóëàì

ki→i = 1− 2s̄i

(
ρci

n∑
m=1

s̄m(cm − zmum)

ρc2
m

)−1

,

ki→j = −2zizj s̄i

(
ρcj

n∑
m=1

s̄m(cm − zmum)

ρc2
m

)−1

, i 6= j.

Èç ýòîé òåîðåìû è åå àíàëîãîâ íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò êîððåêòíîñòü ïîñòàíîâîê
óêàçàííûõ âûøå çàäà÷.

Äîêàçàíî òàêæå ñóùåñòâîâàíèå êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è ãåìîäè-
íàìèêè â îäíîì îãðàíè÷åííîì ñîñóäå [4].
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ÀÍÀËÎÃ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÊÎËÌÎÃÎÐÎÂÀ ÄËß ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÕ
ÎÆÈÄÀÍÈÉ ÐÅØÅÍÈÉ ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ Ñ ÄÐÎÁÍÛÌÈ
ÁÐÎÓÍÎÂÑÊÈÌÈ ÄÂÈÆÅÍÈßÌÈ

Ì.Ì. Âàñüêîâñêèé, È.Â. Êà÷àí

Ðàññìîòðèì ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dXt = f(Xt) dBt, t ∈ [0, T ], (1)
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ãäå f = (f0, . . . , fd), fi : Rn → Rn, i = 0. . . , d, � ôóíêöèè, èìåþùèå îãðàíè÷åí-

íûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âñåõ ïîðÿäêîâ, Bt = (B
(0)
t , . . . , B

(d)
t )ò, B

(0)
t = t, B

(i)
t , i =

= 1, . . . , d, � íåçàâèñèìûå îäíîìåðíûå äðîáíûå áðîóíîâñêèå äâèæåíèÿ ñ èíäåêñàìè
Õàðñòà Hi ∈ (1/3, 1). Ïóñòü H = min{Hi : i = 1, . . . , d}.

Ïîä ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) ñ ïîñòîÿííûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì X0 = x ∈ Rn

áóäåì ïîíèìàòü ïðîöåññ Xt, t ∈ [0, T ], èìåþùèé ï.í. íåïðåðûâíûå ïî Ãåëüäåðó òðà-
åêòîðèè ëþáîãî ïîðÿäêà α < H è óäîâëåòâîðÿþùèé ï.í. èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

Xt = x+

t∫
0

f(Xs) dBs, t ∈ [0, T ], (2)

ãäå èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (2) ïîíèìàåòñÿ â ïîòðàåêòîðíîì ñìûñëå [1,
ãëàâà 4]. Ðåøåíèå Xt óðàâíåíèÿ (1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì X0 = x íàçûâàåòñÿ åäèí-
ñòâåííûì, åñëè äëÿ ëþáîãî äðóãîãî ðåøåíèÿ Yt óðàâíåíèÿ (1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
Y0 = x èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî P (Xt = Yt ∀t ∈ [0, T ]) = 1.

Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè f è ïðîöåññà Bt óðàâíå-
íèå (1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì X0 = x ∈ Rn èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå

áóäåì îáîçíà÷àòü X
(x)
t [1, ãëàâà 8].

Äëÿ êàæäîãî i = 0, . . . , d îïðåäåëèì äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

D
(i)
f =

n∑
j=1

fji(·)
∂

∂xj

è â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îïåðàòîðû D
(i)
f , i = 0, . . . , d, ïîïàðíî êîì-

ìóòèðóþò.
Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g : Rn → R, èìåþùåé îãðàíè÷åííûå ÷àñòíûå

ïðîèçâîäíûå âñåõ ïîðÿäêîâ, ôóíêöèÿ ϕ(t, x) = E(g(X
(x)
t )) óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåí-

öèàëüíîìó óðàâíåíèþ

∂ϕ

∂t
= D

(0)
f ϕ+

d∑
i=1

Htt
2Hi−1(D

(i)
f )2ϕ, t > 0, x ∈ Rn,

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì ϕ(0, x) = g(x), x ∈ Rn.
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È ËÈÓÂÈËËß: ÝÍÒÐÎÏÈß, ÝÐÃÎÄÈ×ÅÑÊÀß ÒÅÎÐÈß È ÌÅÒÎÄ

ÃÀÌÈËÜÒÎÍÀ�ßÊÎÁÈ Â ÍÅÃÀÌÈËÜÒÎÍÎÂÎÉ ÑÈÒÓÀÖÈÈ

Â.Â. Âåäåíÿïèí, Ñ.Ç. Àäæèåâ, Â.Â. Êàçàíöåâà

Ìû ðàññìîòðèì âàæíåéøèå êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ: óðàâíåíèå Áîëüöìàíà, êîòî-
ðîå îïèñûâàåò êîðîòêîäåéñòâèå è åãî âàæíåéøåå ïðèëîæåíèå � òåîðåìó î âîçðàñòàíèè
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ýíòðîïèè (H -òåîðåìà). H -òåîðåìó, âïåðâûå ðàññìîòðåííóþ â ðàáîòå [1] è îáîñíîâû-
âàþùóþ ñõîäèìîñòü ðåøåíèé óðàâíåíèé òèïà Áîëüöìàíà ê ìàêñâåëëîâñêîìó ðàñïðå-
äåëåíèþ, Áîëüöìàí ñâÿçàë ñ çàêîíîì âîçðàñòàíèÿ ýíòðîïèè [2�17]. Ìû ðàññìàòðè-
âàåì îáîáùåíèÿ óðàâíåíèé õèìè÷åñêîé êèíåòèêè, âêëþ÷àþùèå â ñåáÿ êëàññè÷åñêóþ
è êâàíòîâóþ õèìè÷åñêóþ êèíåòèêó [3]. Ðàññìàòðèâàåì óðàâíåíèå Âëàñîâà, êîòîðîå
îïèñûâàåò äàëüíîäåéñòâèå ñ åå âàæíåéøèìè ïðèëîæåíèÿìè äëÿ îïèñàíèÿ ïëàçìû è
êðóïíîìàñøòàáíûõ ÿâëåíèé âî Âñåëåííîé [7�9]. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ èëè
íåðàçðûâíîñòè ñ ïðèëîæåíèÿìè ê ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêå [3�5] è â ìåòîäå Ãàìèëü-
òîíà � ßêîáè [6�7, 12�13], à òàêæå â ýðãîäè÷åñêîé òåîðèè [3, 4, 14�16].
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ÌÀÊÐÎÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÏÐÎÈÇÂÎÄÑÒÂÅÍÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ:
ÏÐÎÁËÅÌÛ ÎÁÎÑÍÎÂÀÍÈß È ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß

Â.Ê. Ãîðáóíîâ

Ïðîèçâîäñòâåííûå ôóíêöèè (ÏÔ) [1, 2] îïðåäåëÿþò âûïóñê ñëîæíûõ ïðîèçâîä-
ñòâåííûõ îáúåêòîâ êàê ôóíêöèþ îò êîëè÷åñòâ ðàöèîíàëüíî èñïîëüçóåìûõ ïðîèçâîä-
ñòâåííûõ ôàêòîðîâ, ïðåäñòàâëÿåìûõ â âèäå òàêèõ àãðåãàòîâ êàê òðóä, îñíîâíûå ôîí-
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äû (ïðîèçâîäñòâåííûé êàïèòàë), ìàòåðèàëû è äð. Îñíîâíàÿ ÷àñòü èññëåäîâàíèé, ïðåä-
ñòàâëåííûõ â ìèðîâîé ëèòåðàòóðå, îãðàíè÷èâàåòñÿ äâóõôàêòîðíûìè ÏÔ

Y = F (K,L), (1)

ãäå ñòîèìîñòü âûïóñêà Y îïðåäåëÿåòñÿ ñòîèìîñòüþ èñïîëüçóåìûõ îñíîâíûõ ôîíäîâ
K è çàòðàòàìè òðóäà L. Íåñìîòðÿ íà ñòðóêòóðíóþ ïðîñòîòó ìîäåëè (1), ýòà ìîäåëü,
èäåíòèôèöèðîâàííàÿ ïî ñòàòèñòè÷åñêèì äàííûì, ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü âàæíûå õà-
ðàêòåðèñòèêè ïðîèçâîäñòâà: ñðåäíèå è ïðåäåëüíûå ýôôåêòèâíîñòè ôàêòîðîâ, ôàêòîð-
íûå ýëàñòè÷íîñòè, ïðåäåëüíóþ íîðìó çàìåùåíèÿ è ýëàñòè÷íîñòü çàìåùåíèÿ. Ôóíêöèÿ
(1) èñïîëüçóåòñÿ â ìîäåëÿõ ðàöèîíàëüíîãî ïðîèçâîäñòâà (ìàêñèìèçàöèè ïðèáûëè, ìè-
íèìèçàöèè èçäåðæåê), à òàêæå â äèíàìè÷åñêèõ ìàêðîýêîíîìè÷åñêèõ ìîäåëÿõ.

Â 50�70-õ ãã. ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ ðÿäîì èçâåñòíûõ çàïàäíûõ ýêîíîìèñòîâ (Äæ. Ðî-
áèíñîí è äð.) áûëà âûñêàçàíà æåñòêàÿ êðèòèêà îòíîñèòåëüíî ïîíÿòèÿ ¾ïðîèçâîä-
ñòâåííûé êàïèòàë¿ K è ìåòîäà ÏÔ, êîòîðàÿ âûçâàëà îñòðóþ äèñêóññèþ ìåæäó ñòî-
ðîííèêàìè (Ð. Ñîëîó è äð.) è ïðîòèâíèêàìè ìàêðîýêîíîìè÷åñêèõ ÏÔ [3]. Îñíîâíîé
àðãóìåíò ïðîòèâíèêîâ � ñòîèìîñòü îñíîâíûõ ôîíäîâ ïëîõî îïðåäåëÿåòñÿ èç-çà òðóä-
íîñòåé ïðèâåäåíèÿ ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíò ôîíäîâ ñëîæíîãî îáúåêòà ê îáùèì öåíàì,
îöåíêè ñòåïåíè èõ èçíîñà. Ê ýòîìó ìîæíî äîáàâèòü, ÷òî â ðûíî÷íûõ óñëîâèÿõ îáû÷íî
íå âñå ôîíäû çàãðóæåíû. Ýòî îñîáåííî àêòóàëüíî äëÿ ïîñòñîöèàëèñòè÷åñêèõ ýêîíî-
ìèê [4].

Â íàøèõ ðàáîòàõ [5�7] ðàçâèâàåòñÿ ïîçèòèâíûé ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ ìàêðîýêî-
íîìè÷åñêèõ îáúåêòîâ, â ðàìêàõ êîòîðîãî ïðåäëîæåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ôîð-
ìèðîâàíèÿ ýôôåêòèâíûõ ôîíäîâ (ÝÔ, [4]) îáúåêòà â ïî äàííûì î âàëîâîì âûïóñêå,
ïðîèçâîäñòâåííûì èíâåñòèöèÿì è òðóäîâûì çàòðàòàì {Yt, It, Lt : t = 0, T}. Ìîäåëü
èñïîëüçóåò ôóíêöèþ (1) è óðàâíåíèå äèíàìèêè ÝÔ, îòðàæàþùåå ïðîöåññ îñâîåíèÿ
èíâåñòèöèé It è àìîðòèçàöèè ôîíäîâ (êîýôôèöèåíò mt) : Kt = (1−mt−1)Kt−1 + It,
t = 1, T . Íà îñíîâå ýòîé ìîäåëè ñòàâèòñÿ çàäà÷à îäíîâðåìåííîé îöåíêè ïàðàìåòðîâ
ÏÔ è ðåêîíñòðóêöèè ÝÔ. Äàííàÿ çàäà÷à ïîâûøàåò àäåêâàòíîñòü ìåòîäà ÏÔ, ïðåäïî-
ëàãàþùåãî ðàöèîíàëüíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ôàêòîðîâ ïðîèçâîäñòâà, è ðåøàåò íîâóþ
ïðîáëåìó � îöåíêó ÝÔ. Óñëîæíåíèå ñîäåðæàòåëüíîé ïðîáëåìû âåäåò ê óñëîæíåíèþ
âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîáëåì. Ïîñëåäíåå ïðåîäîëåâàåòñÿ íà îñíîâå ïðèâëå÷åíèÿ äîïîë-
íèòåëüíîé èíôîðìàöèè, îòðàæàþùåé ñïåöèôèêó êîíêðåòíîãî îáúåêòà.
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ÂÅÉÂËÅÒ-ÐÀÇÍÎÑÒÍÛÅ ÎÏÅÐÀÒÎÐÛ È ÈÕ ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ

À.Ã. Äåéöåâà, Í.Â. Ñåìåí÷óê

Íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé ðàññìîòðèì ðàâíîìåðíóþ ñåòêó

ωJ = {xk = k/2J , k ∈ Z}, J ∈ Z.

×åðåç Hj îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî ñåòî÷íûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà ωJ . Â ðàáîòå
[1] äàíî ñëåäóþùåå

Îïðåäåëåíèå. Îïåðàòîð Dn
J : HJ → HJ , îïðåäåëåííûé ôîðìóëîé

Dn
Jf(xk) = 2Jn

∑
m∈Z

f(xk−m)r(n)
m , J ∈ Z, n ∈ N, (1)

ãäå xk ∈ ωJ , k ∈ Z,
r(n)
m =

∫
R

ϕ(x−m)ϕ(x)dx, m ∈ Z, (2)

ϕ � ìàñøòàáèðóþùàÿ ôóíêöèÿ Êîéôìàíà, íàçîâåì âåéâëåò-ðàçíîñòíûì îïåðàòî-
ðîì n -é ïðîèçâîäíîé.

Â ðàáîòå [2] óñòàíîâëåíû ñâîéñòâà êîýôôèöèåíòîâ îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâà-
íèÿ (1), à òàêæå ïðèâåäåí àëãîðèòì èõ íàõîæäåíèÿ. Â ðàáîòå [1] óñòàíîâëåí ïîðÿäîê
àïïðîêñèìàöèè äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà T = dn/dxn âåéâëåò-ðàçíîñòíûì îïå-
ðàòîðîì Dn

J â êàæäîé òî÷êå ñåòêè ωJ .
Ëåììà. Ïóñòü ϕ � ìàñøòàáèðóþùàÿ ôóíêöèÿ Êîéôìàíà ïîðÿäêà L = 2K,

K∈N, è èíòåãðàë (2) ñóùåñòâóåò, ïðè÷åì L > n, ϕ(n−1) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà
íà êàæäîì èíòåðâàëå è ϕ′, . . . , ϕ(n) ∈ L1(R). Òîãäà äëÿ âñåõ x ∈ R èìååò ìåñòî
òîæäåñòâî

Dn
J(ΠJx

l) = ΠJ(Txl), l = 0, L− 1, J ∈ Z, n ∈ N, n < L, (3)

ãäå îïåðàòîð Dn
J îïðåäåëåí ñîîòíîøåíèåì (1), à îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ ΠJ �

ôîðìóëîé ΠJf(x) = f(xk), xk ∈ ωJ .
Òåîðåìà. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû è ôóíêöèÿ f ∈ CL(R). Òîãäà ñïðà-

âåäëèâà îöåíêà
|Dn

Jf(xk)− f (n)(xk)| = o(2−J(L−n−1)), J →∞,
ãäå xk ∈ ωJ , k ∈ Z, n ∈ N, n+ 1 < L, îïåðàòîð Dn

J çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì (3).
Èñïîëüçîâàíèå âåéâëåò-ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ ïîçâîëÿåò ðàçðàáîòàòü àëãîðèòìû

÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì, â òîì ÷èñëå
íåêîòîðûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Â ñëó÷àå ïîèñêà ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé,
âåéâëåò-ðàçíîñòíûé îïåðàòîð ìîæåò áûòü ïåðåîïðåäåëåí êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [3].
Òàêæå â [3] ïðèâåäåíû ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ êîéôëåòîâ äëÿ ïîèñêà
ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì.
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ÌÎÄÅËÈ ÇÀÒÓÕÀÞÙÈÕ ÂÑÏÛØÅÊ ÈÍÂÀÇÈÎÍÍÛÕ ÂÈÄÎÂ
Â ÓÐÀÂÍÅÍÈßÕ Ñ ÇÀÏÀÇÄÛÂÀÍÈÅÌ

Â.À. Äóáðîâñêàÿ, À.Þ. Ïåðåâàðþõà

Ïðîáëåìà ïðîãíîçèðîâàíèÿ ðàçâèòèÿ ñòðåìèòåëüíîãî ðàçâèòèÿ èíâàçèîííîãî ïðî-
öåññà îïàñíûõ ÷óæåðîäíûõ âèäíîâ àêòóàëüíà â ìàòåìàòè÷åñêîé áèîëîãèè. Òàêèì âè-
äîì ìîæåò áûòü âðåäîñíàÿ ìòåíîôîðà, áàáî÷êà-ëèñòîâåòêà, íî ìîæåò è îïàñíûé âè-
ðóñ. Òàêèå îðãàíèçìû ñïîñîáíû ñóùåñòâåííî èçìåíÿòü ñðåäó, èëè äàæå óíè÷òîæàòü,
ïîòîìó êëàññè÷åñêèå ìîäåëè ñèñòåì ÎÄÓ íå ïîäõîäÿò äëÿ îïèñàíèÿ èõ äèíàìèêè.

Ðàññìîòðèì íîâûå óðàâíåíèÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îòâåò âòîðæåíèþ ñî ñòîðîíû
ýêîëîãè÷åñêîé ñðåäû èëè îðãàíèçìà çàïàçäûâàåò, ïîýòîìó àêòóàëüíû óðàâíåíèÿ ẋ =
= rx(t− h)f(xk(t− h)). Â óðàâíåíèè Õàò÷èíñîíà âïåðâûå áûëà ïðåäëîæåíà ìîäèôè-
êàöèÿ Ṅ = rN(1 − N/K) èñõîäÿ èç çàïàçäûâàþùåãî äåéñòâèÿ ñàìîðåãóëÿöèè, ÷òî
ïðèâåëî ê óðàâíåíèþ ñ îòêëîíÿþùèìñÿ ïî âðåìåíè àðãóìåíòîì

dN

dt
= rN(t)

(
1− N(t− τ)

K

)
. (1)

Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ çàïàçäûâàíèÿ τ äèíàìèêà ìîäåëè îïèøåò çàòóõàþùèå êîëåáà-
íèÿ N(t) → K. Óñòàíîâëåíà âîçìîæíîñòü âîçíèêíîâåíèå áèôóðêàöèè Àíäðîíîâà �
Õîïôà ñ ïîÿâëåíèåì óñòîé÷èâîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà N∗(t, r), ãäå íàðóøåíèå êðè-
òåðèÿ óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ çàâèñèò îò âåëè÷èíû rτ [1]. Äàëüíåéøåå
óâåëè÷åíèå rτ > π/2 âûçûâàåò ïåðåõîä â ðåæèì ðåëàêñàöèîííûõ êîëåáàíèé. Îäíàêî
áûñòðîå óâåëè÷åíèå àìïëèòóäû êîëåáàíèé âûðàæåííîé íåãàðìîíè÷åñêîé ôîðìû ïðè
ìàëîì âðåìåííîì ïðîìåæóòêå ìåæäó ìàêñèìóìàìè è ñòðåìÿùèìèñÿ ê íóëþ ìèíè-
ìóìàìè âûâîäÿò òàêîé ðåëàêñàöèîííûé öèêë çà ðàìêè äîïóñòèìîãî ýêîëîãè÷åñêîãî
îáîñíîâàíèÿ.

Ìîäèôèêàöèþ ñ çàïàçäûâàíèåì ìîæíî ïðåäëîæèòü è äëÿ ìîäåëè c ôóíêöèåé
f(N) = ln(K/N) :

dN

dt
= rgN(t) ln

(
K

N(t− τ)

)
. (2)

Óðàâíåíèå (2) îïèøåò àêòóàëüíûé äëÿ ðàçâèòèÿ èíâàçèè ÷óæåðîäíîãî âèäà ñöåíàðèé
ðàçâèòèÿ åäèíè÷íîé ê ïî÷òè êàòàñòðîôè÷åñêîé âñïûøêè ÷èñëåííîñòè. Âçðûâîîáðàç-
íûé ðîñò ïðè èñ÷åðïàíèè ðåñóðñîâ ïðèõîäèò ê ìàëî÷èñëåííîìó ñîñòîÿíèþ è äàëåå
ìåäëåííî óðàâíîâåøèâàåòñÿ ê íå âîçäåéñòâóþùåìó íà ñðåäó áàëàíñó K.

Ðèñóíîê. Ñðàâíèòåëüíàÿ äèíàìèêà óðàâíåíèé (1) è (2)

Íà ðèñóíêå ïîêàçàíî ñðàâíå-
íèå äèíàìèêè óðàâíåíèÿ (2) è
óðàâíåíèÿ Õàò÷èíñîíà ïðè îäè-
íàêîâûõ çíà÷åíèÿõ K, τ,N(0) è
r = rg+10. Äëÿ ìîäåëè Õàò÷èí-
ñîíà âèäíû äâà ðåçêèõ ïèêà ïðè
ñòðåìÿùèõñÿ ê íóëþ ìèíèìó-
ìàõ. Ïðè ïîëíîì ñîîòâåòñòâèè
ïàðàìåòðàì â ñöåíàðèè òðàåêòî-
ðèÿ N(t) óðàâíåíèÿ Õàò÷èíñî-
íà N(0) < K ìîíîòîííî ñòðå-
ìèòñÿ ê K, ïîâòîðÿÿ ìîäåëü
Ôåðõþëüñòà.
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Îïèñûâàåìàÿ óðàâíåíèåì (2) ñèòóàöèÿ ðàçâèâàëàñü äëÿ èíòðîäóöèðîâàííîãî äëÿ
áîðüáû ñ èíâàçèîííûì ñîðíÿêîì àìáðîçèåé ôèòîôàãà àìåðèêàíñêîãî æóêà-çèãîãðàì-
ìû Zigogramma suturalis [2]. Ïîïóëÿöèÿ ëèñòîåäà îáðàçîâàëà âîëíó, ðàñïðîñòðàíèëàñü
ôðîíòîì áîëüøîé ïëîòíîñòè, íî äàëåå ïðîøëà ¾áóòûëî÷íîå ãîðëûøêî¿ è òåïåðü òðóä-
íî îáíàðóæèâàåòñÿ. Àíàëîãè÷íî ìîæåò îïèñûâàòüñÿ ñîõðàíèå î÷àãà õðîíè÷åñêîé èí-
ôåêöèè â îðãàíèçìå. Ïðè äîïîëíåíèè (2) ñîìíîæèòåëåì N 3

√
(N − L), àíàëîãè÷íûì

óðàâíåíèþ Áàçûêèíà:

dN

dt
= rg ln

(
K

N(t− τ)

)
N 3
√

(N − L), (3)

òî â (3) ïðîõîæäåíèÿ ¾áóòûëî÷íîãî ãîðëûøêà¿ ïîñëå ìàêñèìóìà íå íàáëþäàåòñÿ,
ïîïóëÿöèÿ ÷óæåðîäíîãî âèäà ïîñëå êàòàñòðîôè÷åñêîé âñïûøêè N(t) = 0. Àíàëîãè÷-
íûé ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü è áîëåå åñòåñòâåííûì ñðåäñòâîì, äîáàâèâ â ïðàâóþ
÷àñòü ïàðàìåòð íåçàâèñèìîé óáûëè qN(t), êîòîðûé ìîæåò îòðàæàòü öåëåíàïðàâëåí-
íîå èçúÿòèå â öåëÿõ áîðüáû ñ âñåëåíöåì:

dN

dt
= rg ln

(
K

N(t− τ)

)
− qN(t), (4)

è ýòî èçìåíèò êà÷åñòâåííûé õàðàêòåð ðåøåíèÿ. Â (4) ïîñëå ïåðâîé âñïûøêè ïðè èí-
âàçèè ñëåäóåò ñëåäóþùàÿ, äåéñòâèòåëüíî êàòàñòðîôè÷åñêàÿ, íî âòîðîé ãëóáîêèé ìè-
íèìóì ñòàíîâèòñÿ ïîñëåäíèì � âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò çàâåðøàåòñÿ, òàê êàê
N(t) < 0 íåäîïóñòèìî.

Äîïîëíåíèÿ ïðàâîé ¾ðåïðîäóêòèâíîé¿ ÷àñòè çàïàçäûâàíèåì rN(t−τ)f [N(t), N(t−
− τ)] íå íåñóò ýêîëîãè÷åñêîãî ñìûñëà. Ìîäèôèêàöèÿ ìîäåëè Õàò÷èíñîíà (óæå ñ ïðè-
âåäåííûìè êîýôôèöèåíòàìè) èìååò âèä

dN

dt
= λN(t)f

(
N(t− 1)

)
, (5)

ãäå f � áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, ðàçëîæèìàÿ â àñèìïòîòè÷åñêèé
ðÿä, íàïðèìåð, f(x) = (1−x)/(1+cx). Äëÿ óðàâíåíèÿ (5) óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå
åäèíñòâåííîãî óñòîé÷èâîãî ðåëàêñàöèîííîãî öèêëà íåêëàññè÷åñêîé ôîðìû. Â òàêîé
ìîäåëè êîýôôèöèåíò c > 0 ñòàíîâèòñÿ åùå îäíèì ïàðàìåòðîì, îïðåäåëÿþùèì õà-
ðàêòåðèñòèêè öèêëà, ïðè óâåëè÷åíèè c ñæèìàåòñÿ àìïëèòóäà, íî ñòðåìëåíèå

min
0<t<T∗

N∗(t, r)→ 0

ñîõðàíÿåòñÿ.
Ìîæíî ñ÷èòàòü òàêèå óðàâíåíèÿ ìîäåëÿìè ñî ñìåøàííîé ðåãóëÿöèåé ïðè íàëè-

÷èè â óðàâíåíèè −N(t)N(t− τ). Ïîëîæèì, ÷òî äîñòèæåíèå çíà÷åíèÿ ÷èñëåííîñòè K
îçíà÷àåò íå óðàâíîâåøèâàíèå, íî íåïîïðàâèìóþ äåãðàäàöèþ äëÿ ñðåäû îáèòàíèÿ. Ïå-
ðåõîä ÷åðåç ìÿãêèé ïîðîã H èìååò çíà÷åíèå äëÿ ñêðûòûõ îò íàñ ìåõàíèçìîâ êîíòðî-
ëÿ âíóòðèïîïóëÿöèîííîé ñòðóêòóðû. Òîãäà íà äèíàìèêó ñèñòåìû îêàçûâàåò âëèÿíèå
îòêëîíåíèå (H−N(t− τ)) , ïðèòîì âåëè÷èíà îòêëîíåíèÿ ìîæåò áûòü êàê ïîëîæè-
òåëüíîé, òàê è îòðèöàòåëüíîé.

Ïðåäëîæåííûì ìåòîäîì íàì â íîâûõ ìîäèôèêàöèÿõ óðàâíåíèé óäàëîñü ðàññìîò-
ðåòü òðè ñöåíàðèÿ ðàçâèòèÿ èíâàçèîííîãî ïðîöåññà àêòèâíî ðàçìíîæàþùåãîñÿ ÷óæå-
ðîäíîãî âèäà, ïîäàâëÿþùåãî êîíêóðèðóþùèå ñ íèì àâòîõòîííûå ãðóïïû. Ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ, ÷òî âèä àêòèâíî îêàçûâàåò äàâëåíèå íà ñðåäó.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäî-
âàíèé (ïðîåêòû 18-37-00026, 17-07-00125).
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ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ Â ÏÅÐÂÎÌ ÏÎÑÒÍÜÞÒÎÍÎÂÑÊÎÌ
ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÈ ÑÏÅÖÈÀËÜÍÎÉ ÒÅÎÐÈÈ ÎÒÍÎÑÈÒÅËÜÍÎÑÒÈ

Â ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÎÉ ÇÀÄÀ×Å ÒÐÅÕ ÒÅË
Â ÑËÓ×ÀÅ ÎÄÍÎÉ ÇÂÅÇÄÛ

Î.Ë. Çóáêî, À.Ï. Ðÿáóøêî

Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ïðîáíîãî òåëà A3 â îãðàíè÷åííîé êðó-
ãîâîé çàäà÷å òðåõ òåë â ïîñòíüþòîíîâñêîì ïðèáëèæåíèè ïðè ó÷åòå ñâåòîâîãî äàâëå-
íèÿ, êîãäà îäíî èç òÿæåëûõ òåë A1 ìàññîé m1 � çâåçäà, äðóãîå òÿæåëîå òåëî A2

ìàññîé m2 � òåìíîå òåëî, òðåòüå òåëî A3 ìàññîé m3 � ïðîáíîå òåëî, êîòîðîå íå
îêàçûâàåò âëèÿíèÿ íà äâèæåíèÿ òåë A1 è A2, èìååò âèä

d2x̃3

dt2
+

γ(m1 − A13)(x̃3 − x1)

[(x̃3 − x1)2 + (ỹ3 − y1)2]3/2
+

γm2(x̃3 − x2)

[(x̃3 − x2)2 + (ỹ3 − y2)2]3/2
= 0,

d2ỹ3

dt2
+

γ(m1 − A13)(ỹ3 − x1)

[(x̃3 − x1)2 + (ỹ3 − y1)2]3/2
+

γm2(ỹ3 − y2)

[(x̃3 − x2)2 + (ỹ3 − y2)2]3/2
= 0. (1)

ãäå γ = 6, 67 ·10−8 ã −1· ñì 3· ñ −2 � íüþòîíîâñêàÿ ïîñòîÿííàÿ òÿãîòåíèÿ; t, ñ � âðåìÿ;
A13 = (k3σ3W1r

2
0)/(γm3c), ã � ðåäóöèðóþùàÿ ìàññà çâåçäû A1, ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåëó

A3; k3 � êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ ñâåòà òåëîì A3; σ3, ñì
2 � ïëîùàäü ìèäåëåâîãî

ñå÷åíèÿ òåëà A3; c = 3 · 1010 ñì · ñ −1 � ñêîðîñòü ñâåòà â âàêóóìå; r0 = |
−−−→
A1A2|; W1 �

çâåçäíàÿ ïîñòîÿííàÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî (ñâåòîâî-
ãî) èçëó÷åíèÿ çâåçäû A1, ïðèõîäÿùåé çà 1 ñ íà 1 ñì

2 ïëîùàäêè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé
íàïðàâëåíèþ íà çâåçäó è íàõîäÿùåéñÿ íà ðàññòîÿíèè r0 îò çâåçäû.

Ñèñòåìà (1) èìååò òî÷íûå ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ (ïÿòü òèïîâ òî÷åê ôîòîëèáðà-
öèè) (ñì.[1]):

x̃3 = x̃0
3 cosω0t− ỹ0

3 sinω0t, ỹ3 = x̃0
3 cosω0t+ ỹ0

3 sinω0t, (2)

ãäå x̃0
3, ỹ0

3 � êîîðäèíàòû ýòèõ òî÷åê ôîòîëèáðàöèè, âðàùàþùèåñÿ âîêðóã íà÷àëà
êîîðäèíàò ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω0.

Çàäà÷à. Íàéòè óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé (2) ïî Ëàãðàíæó,
ïî Ïóàññîíó è ïî Ëÿïóíîâó â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè.

Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå âûâîäû.
Â ïîëå ïðèòÿæåíèÿ çâåçäû, êîãäà 0 < A13 6 m1 âñå êîëëèíåàðíûå òî÷êè ôîòî-

ëèáðàöèè L∗1, L
∗
2, L

∗
3 íåóñòîé÷èâû ïî Ëàãðàíæó, ïî Ïóàññîíó è ïî Ëÿïóíîâó â ïåðâîì

ïðèáëèæåíèè.
Äëÿ òðåóãîëüíûõ òî÷åê ôîòîëèáðàöèè L∗4 è L∗5 óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó

â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè, ïî Ëàãðàíæó è ïî Ïóàññîíó ïðèíèìàåò âèä:(
m1 − A13

m1

)2/3

> 4− m2

9m1m2

. (3)
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Åñëè â íåðàâåíñòâå (3) çàìåíèòü çíàê ¾áîëüøå¿ íà çíàê ¾ðàâíî¿ èëè ¾ìåíüøå¿, òî
ïîëó÷èì óñëîâèå íåóñòîé÷èâîñòè òðåóãîëüíûõ òî÷åê ôîòîëèáðàöèè L∗4 è L∗5.

Äëÿ ñèñòåì òåë Ñîëíöå � Þïèòåð � ïðîáíîå òåëî è Ñîëíöå � Çåìëÿ � ïðîáíîå
òåëî íåðàâåíñòâî (3) âûïîëíåíî ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ðåäóöèðóþùåé ìàññû çâåçäû
A1, ïðèíàäëåæàùèõ èíòåðâàëó 0 < A13 < m1.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÃÏÍÈ ¾Êîíâåðãåíöèÿ-2020¿, ïîä-
ïðîãðàììà ¾Ìèêðîìèð, ïëàçìà è Âñåëåííàÿ¿.
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ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ
ÄËß ÓÑÒÀÍÎÂËÅÍÈß ÐÀÖÈÎÍÀËÜÍÛÕ ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ

ÑÏÅÖÈÀËÈÇÈÐÎÂÀÍÍÛÕ ÌÀØÈÍ
Â ËÅÑÎÇÀÃÎÒÎÂÈÒÅËÜÍÎÉ ÏÐÎÌÛØËÅÍÍÎÑÒÈ

Â.Â. Èãíàòåíêî, Å.À. Ëåîíîâ

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ýêî-
íîìèêè ïðè èññëåäîâàíèè è ïðîåêòèðîâàíèè òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, â òîì ÷èñëå
è â ëåñíîé ïðîìûøëåííîñòè. Ïîèñê íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ ñðåäñòâ ìåõàíèçàöèè ëå-
ñîñå÷íûõ ðàáîò ïðîäîëæàåòñÿ óñêîðåííûì òåìïîì. Ïðè ýòîì çíà÷èòåëüíîå âíèìàíèå
óäåëÿåòñÿ âîïðîñó óñòàíîâëåíèÿ îïòèìàëüíîãî ñî÷åòàíèÿ ðàçëè÷íûõ îïåðàöèé â ëåñî-
çàãîòîâèòåëüíûõ ìàøèíàõ [1]. Ïðîàíàëèçèðóåì ðàáîòó ìíîãîîïåðàöèîííîé ëåñîçàãî-
òîâèòåëüíîé ìàøèíû ñ öåëüþ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè åå ôóíêöèîíèðîâàíèÿ è íàõîæäåíèÿ
íåêîòîðûõ ðàöèîíàëüíûõ ïàðàìåòðîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî öèêë ðàáîòû ìíîãîîïåðà-
öèîííîé ìàøèíû ìîæíî ðàçáèòü íà n ¾ýëåìåíòàðíûõ öèêëîâ¿: çàõâàò äåðåâà, ñïè-
ëèâàíèå, îòðûâ îò ïíÿ è ïð.

Êàæäûé ýëåìåíòàðíûé öèêë õàðàêòåðèçóåòñÿ èíäèâèäóàëüíûì âðåìåíåì îáðàáîò-
êè äåðåâà ñ ïàðàìåòðàìè µ1, µ2, . . . , µn. Ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ïðîäîëæèòåëüíî-
ñòè ýëåìåíòàðíûõ öèêëîâ ðàâíû T1 = 1/µ1, T2 = 1/µ2, . . . , Tn = 1/µn ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Ôóíêöèîíèðîâàíèå ìíîãîîïåðàöèîííîé ìàøèíû îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé Êîëìîãîðîâà

dP0

dt
= µnP2n − λP0,

dP21

dt
= λP0 − (λ11 + µ1)P21 + µ11P11,

dP22

dt
= λ12P12 − (λ12 + µ2)P22 + µ1P21,

dP11

dt
= λ11P21 − µ11P11,

dP1n

dt
= λ1nP2n − µ1nP1n. (1)

ïîëó÷åííûõ íà îñíîâàíèè ðàçìå÷åííîãî ãðàôà ñîñòîÿíèé (ðèñ. 1), ãäå P0(t), Pi,j, i =
= 1, 2, j = 1, 2, . . . , n, âåðîÿòíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîñòîÿíèé â ìîìåíò âðåìåíè t,
S0 � ñâîáîäíîå ñîñòîÿíèå ìàøèíû, íåò ñûðüÿ; S21, S22, . . . , S2n � ñîñòîÿíèÿ îáðàáîò-
êè äåðåâà ïî öèêëàì; S11, S12, . . . , S1n � ñîñòîÿíèÿ îòêàçîâ, ïîñòóïèâøèõ â ïåðèîä
ïåðâîãî, âòîðîãî è ïîñëåäóþùèõ ýëåìåíòàðíûõ öèêëîâ [2].
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Ðèñ. 1. Ðàçìå÷åííûé ãðàô ñîñòîÿíèé.

Ê ñèñòåìå óðàâíåíèé (1) äîáàâëÿåòñÿ óñëîâèå íîðìèðîâêè
∑2

i=0

∑n
j=1 Pij +P0 = 1.

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (ìàøèíà èñïðàâíà è ñâîáîäíà) P0(0) = 1,
Pij = 0; µ11, µ12, . . . , µ1n � èíòåíñèâíîñòè âîññòàíîâëåíèÿ ðàáîòîñïîñîáíîñòè ìà-
øèíû ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ïåðâîãî, âòîðîãî è ïîñëåäóþùèõ ýëåìåíòàðíûõ öèêëîâ;
λ11, λ12, . . . , λ1n � èíòåíñèâíîñòü îòêàçîâ ìàøèíû â ïåðèîä ïåðâîãî, âòîðîãî è òàê
äàëåå ýëåìåíòàðíûõ öèêëîâ; λ � èíòåíñèâíîñòü ïîñòóïëåíèÿ äåðåâüåâ íà îáðàáîòêó.

Â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå ðàáîòû ìàøèíû âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé P0(t), Pi,j, i =
= 1, 2, j = 1, 2, . . . , n, íå çàâèñÿò îò âðåìåíè, ò.å. ïîñòîÿííû, òàê íàçûâàåìûå ôè-
íàëüíûå âåðîÿòíîñòè. Ñèñòåìà óðàâíåíèé Êîëìîãîðîâà (1) ïðåîáðàçóåòñÿ â àëãåáðà-
è÷åñêóþ ñèñòåìó, ãäå â ëåâîé ÷àñòè âìåñòî ïðîèçâîäíûõ ñòîÿò íóëè ê êîòîðîé äî-
áàâëÿåòñÿ óðàâíåíèå íîðìèðîâêè. Ðåøàÿ äàííóþ ñèñòåìó íàõîäèì ðàññìàòðèâàåìûå
ôèíàëüíûå âåðîÿòíîñòè.

Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü âåëè÷èíû âåðîÿò-
íîñòè ðàáîòû ëåñíîé ìàøèíû îò ïàðà-
ìåòðà n.

Àíàëèç òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé (ðèñ. 2) ïî-
êàçàë, ÷òî âåðîÿòíîñòü çàâåðøåíèÿ ïðîèçâîäñòâåííî-
ãî öèêëà ìàøèíîé (íàïðèìåð, âàëêà äåðåâà âàëî÷íî-
ïàêåòèðóþùåé ìàøèíîé) � Pn äîñòèãàåò íàèáîëü-
øèõ çíà÷åíèé ïðè n = 1 è ρ1 = 0, ãäå

λ11

µ11

+
λ12

µ12

+
λ13

µ13

+
λ14

µ14

= ρ1.

Òàê êàê âåëè÷èíà ρ1 èìååò ñòåïåíü ìàëîñòè áîëü-
øóþ, ÷åì n (n� ρ1), òî ôóíêöèÿ Pn ÷óâñòâèòåëüíà
òîëüêî ê èçìåíåíèÿì õàðàêòåðèñòèêè n, ò. å. ÷èñëà
ýëåìåíòàðíûõ öèêëîâ. Òàêèì îáðàçîì óñòàíîâëåíî,

÷òî åñëè ìàøèíà âûïîëíÿåò îäíó îïåðàöèþ (n = 1), òî Pn = 0,53. Â ñëó÷àå óâåëè÷å-
íèÿ n äî äâóõ ïîëó÷àåì Pn = 0,42 è äî òðåõ � Pn = 0,20. Íà÷èíàÿ ñ n = 3, óáûâàíèå
ñóùåñòâåííî çàìåäëÿåòñÿ è íà êàæäîå åäèíè÷íîå óâåëè÷åíèå n îíî ñîñòàâëÿåò 0,033,
ò.å. îñíîâíîå ïàäåíèå âåëè÷èíû âåðîÿòíîñòè óñïåøíîãî îêîí÷àíèÿ ðàáî÷åãî öèêëà
ïðèõîäèòñÿ íà èíòåðâàë n = {1, 3}.

Ïðîâåäåííûé àíàëèç ðàçðàáîòàííîé ìîäåëè ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ëåñîçà-
ãîòîâèòåëüíûå ìàøèíû èìåþò íàèëó÷øèé ïîêàçàòåëü âåðîÿòíîñòè óñïåøíîãî çàâåð-
øåíèÿ ðàáî÷åãî öèêëà ïðè n = 1 (âàëêà äåðåâà âàëî÷íî-ïàêåòèðóþùåé ìàøèíîé).
Ýòà âåðîÿòíîñòü ñíèæàåòñÿ íà 0,20 ïðè âîçðàñòàíèè n äî äâóõ (î÷èñòêà äåðåâüåâ îò
ñó÷üåâ è èõ ðàñêðÿæåâêà ïðîöåññîðîì) è íà 0,33, åñëè ÷èñëî öèêëîâ äîñòèãàåò òðåõ
(âàëêà äåðåâüåâ, èõ î÷èñòêà îò ñó÷üåâ è ðàñêðÿæåâêà õàðâåñòåðîì). Ñëåäîâàòåëüíî, ñ
òî÷êè çðåíèÿ èñïîëüçîâàíèÿ âîçìîæíîñòåé ïî ïðîèçâîäèòåëüíîñòè, ïðåäïî÷òèòåëüíåå
îäíî- è äâóõîïåðàöèîííûå ìàøèíû.
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ÏÐÈÌÅÍÈÅ ÌÅÒÎÄÀ ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÛÕ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÉ
ÄËß ÐÅØÅÍÈß ÎÄÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ

ÐÀÇÍÎÑÒÍÎ-ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

Ä.ß. Êîïàòü

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ðàçíîñòíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÐÄÓ) îòíîñèòåëü-

íî ôóíêöèè P (~k, t). Äàííàÿ ñèñòåìà ÐÄÓ ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ âåðîÿòíîñòåé
ñîñòîÿíèé îòêðûòûõ ñåòè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ ðàçíîòèïíûìè çàÿâêàìè, ñîñòî-
ÿíèåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ âåêòîð ~k, êàæäàÿ êîìïîíåíòà êîòîðîãî ìîæåò ïðèíèìàòü
öåëûå çíà÷åíèÿ îò 0 äî áåñêîíå÷íîñòè. Ïîýòîìó ÷èñëî óðàâíåíèé â ñèñòåìå ðàâíî
áåñêîíå÷íîñòè. Ýòà ñèñòåìà èìååò âèä

dP (~k, t)

dt
= −Λ(~k)P (~k, t) +

n∑
i,j=1

r∑
s,c=1

Φ+−
icjs(

~k)P (~k + Iic − Ijs, t) +

+
n∑

i,j=1

r∑
s,c=1

Φ++
icjs(

~k)P (~k + Iic + Ijs, t), (1)

ãäå

Λ(~k) = λ+ + λ− +
n∑
i=1

r∑
c=1

µicu(kic),

Φ+−
icjs(

~k) = δ0jδs0

(
λ−p−ic0 +µic(kic+1)

( r∑
s=1

kis+1

)−1

pic0

)
+

(
µic(kic+1)

( r∑
s=1

kis+1

)−1

×

× p−icjs(1− u(kic))

)
+ δ0iδc1λ

+p+
0ic + µic(kic + 1)

( r∑
s=1

kis + 1

)−1

p+
icjsu(kic),

Φ++
icjs(

~k) = µic(kic + 1)

( r∑
s=1

kis + 1

)−1

p−icjs, i, j = 1, n, s, c = 1, r,

ãäå u(kic) � åäèíè÷íàÿ ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà, δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà, λ−, λ+, p−icjs,

p+
icjs, µic � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå, ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè îáñëóæèâàíèÿ. Èõ îïðå-
äåëåíèÿ ìîæíî íàéòè íàïðèìåð â [1], Iic -âåêòîð ðàçìåðíîñòè n × r, ñîñòîÿùèé èç
íóëåé, çà èñêëþ÷åíèåì êîìïîíåíòû ñ íîìåðîì r(i − 1) + c, êîòîðàÿ ðàâíà 1. Èç (1)
ñëåäóåò, ÷òî

P (~k, t) = e−Λ(~k)t

(
P (~k, 0) +

t∫
0

e−Λ(~k)x

( n∑
i,j=1

r∑
s,c=1

Φ+−
icjs(

~k)P (~k + Iic − Ijs, x) +

+
n∑

i,j=1

r∑
s,c=1

Φ++
icjs(

~k)P (~k + Iic + Ijs, x)

)
dx

)
. (2)

Ïóñòü Pq(~k, t) � ïðèáëèæåíèå P (~k, t) íà q -é èòåðàöèè, Pq+1(~k, t) � ðåøåíèå ñè-
ñòåìû (1), ïîëó÷åííîå ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Òîãäà èç (2) âûòåêà-
åò, ÷òî

Pq+1(~k, t) = e−Λ(~k)t

(
P (~k, 0) +

t∫
0

e−Λ(~k)x

( n∑
i,j=1

r∑
s,c=1

Φ+−
icjs(

~k)Pq(~k + Iic − Ijs, x) +
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+
n∑

i,j=1

r∑
s,c=1

Φ++
icjs(

~k)Pq(~k + Iic + Ijs, x)

)
dx

)
. (3)

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ âîçüìåì ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1)

P0(~k, t) = P (~k) = lim
t→∞

P (~k, t), êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

Λ(~k)P (~k) =

( n∑
i,j=1

r∑
s,c=1

Φ+−
icjs(

~k)P (~k + Iic − Ijs) +
n∑

i,j=1

r∑
s,c=1

Φ++
icjs(

~k)P (~k + Iic + Ijs)

)
.

Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
Òåîðåìà 1. Ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ Pq(~k, t), q = 0, 1, 2, . . . , ñõîäÿòñÿ

ïðè t→∞ ê ñòàöèîíàðíîìó ðåøåíèþ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1).

Òåîðåìà 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Pq(~k, t), q = 0, 1, 2, . . . , ïîñòðîåííàÿ ïî ñõåìå

(3), ïðè ëþáîì îãðàíè÷åííîì ïî t íóëåâîì ïðèáëèæåíèè P0(~k, t), 0 6 P0(~k, t) 6 1
ñõîäèòñÿ ïðè q →∞ ê åäèíñòâåííîìó ðåøåíèþ ñèñòåìû (1).

Òåîðåìà 3. Ëþáîå ïðèáëèæåíèå Pq(~k, t), q > 1, ïðåäñòàâèìî â âèäå ñõîäÿùåãîñÿ
ñòåïåííîãî ðÿäà

Pq(~k, t) =
∞∑
0

d+−
ql t

l, (4)

êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì

d+−
ql (~k) = −(Λ(~k))l

l!

(
P (~k, 0) +

l−1∑
u=0

(−1)uu!

Λ(~k)u+1
D+−
qu (~k)

)
, l > 0,

d+−
q0 (~k) = Pq(~k, 0), d+−

0l (~k) = Pq(~k, 0)δl0,

D+−
ql (~k) =

( n∑
i,j=1

r∑
s,c=1

Φ+−
icjs(

~k)d+−
ql (~k + Iic − Ijs) +

n∑
i,j=1

r∑
s,c=1

Φ++
icjs(

~k)d+−
ql (~k + Iic + Ijs)

)
.

Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (4) ðàâåí +∞.
Òåîðåìû äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî êàê â [2]. Òåîðåìà 3 ïîçâîëÿåò íàõîäèòü íåñòà-

öèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà çà ïðèåìëèìîå ïðîöåññîð-
íîå âðåìÿ.
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ÒÅÐÌÎÑÈËÎÂÎÉ ÈÇÃÈÁ ÄÂÓÕÑËÎÉÍÎÉ ÏËÀÑÒÈÍÛ
ÏÐÈ Ó×ÅÒÅ ÒÅÌÏÅÐÀÒÓÐÍÎÉ ÇÀÂÈÑÈÌÎÑÒÈ

ÌÎÄÓËÅÉ ÓÏÐÓÃÎÑÒÈ

Ê.Ñ. Êóðî÷êà, Å.Â. Êîìðàêîâà

Òåìïåðàòóðíûå âîçäåéñòâèÿ íà êîíñòðóêöèîííûå ìàòåðèàëû âûçûâàþò â íèõ ìå-
õàíè÷åñêèå íàïðÿæåíèÿ. Äàííîå ÿâëåíèå íàèáîëåå âûðàæåíî â ñëó÷àå íåðàâíîìåðíîãî
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íàãðåâà. Ïðè ýòîì âîçíèêàþùèå â ìàòåðèàëàõ ìåõàíè÷åñêèå íàïðÿæåíèÿ ñðàâíèìû
ìåæäó ñîáîé è áîëüøå íàïðÿæåíèé, âûçûâàåìûõ äåéñòâèåì âíåøíåé ñèëû.

Òåðìîñèëîâîé èçãèá ïëàñòèíû îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé [1]

ρ
∂2u

∂t2
= µ∆u+ (λ+ µ) grad div u− γ gradT + ρF, (1)

∂T

∂t
+ γ

T

cρ

∂

∂t
div u = α∆T, (2)

ãäå u, T � äåôîðìàöèè è òåìïåðàòóðû â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà.
Â êîíå÷íîýëåìåíòíîé ôîðìóëèðîâêå óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå [2]

[K]{δ}+ [C]
∂

∂t
{δ}+ [M ]

∂2

∂t2
{δ}+ {F} = 0, (3)

[C]
∂{Φ}
∂t

+ [K]{Φ} = {F}, (4)

ãäå δ � äåôîðìàöèè, à Φ � òåìïåðàòóðû â ðàññìàòðèâàåìûõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà �
âðåìåíè.

Äëÿ ó÷åòà òåìïåðàòóðíîé çàâèñèìîñòè ìîäóëåé óïðóãîñòè ìàòåðèàëîâ ñëîåâ ïëà-
ñòèíû âîñïîëüçóåìñÿ òåîðèåé òåðìîóïðóãîñòè Ãðèíà � Ëèíäñåÿ [3] è ââåäåì â ðàñ-
ñìîòðåíèå âðåìÿ òåïëîâîé ðåëàêñàöèè. Âðåìÿ òåïëîâîé ðåëàêñàöèè ââîäèëîñü äëÿ
òîãî, ÷òîáû óñòðàíèòü áåñêîíå÷íóþ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëîâûõ âîëí. Ïðåä-
ñòàâëåííàÿ òåîðèÿ áûëà âûáðàíà âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî íå íàðóøàåòñÿ êëàññè÷åñêèé
çàêîí Ôóðüå.

Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ äëÿ òåîðèè îáîáùåííîé òåðìîóïðóãîñòè ñ îäíèì âðåìåíåì
ðåëàêñàöèè çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

σij = λeδij + 2µeij − γ(T − T0)δij.

Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè, ñîîòíîøåíèå ìåæäó íàïðÿæåíèÿìè è ïåðåìåùåíèÿ-
ìè ñîîòâåòñòâåííî èìåþò âèä

kTii = ρCE(Ṫ + τ0T̈ ) + γT0( ˙ei,j + τ0ëi,j)− (Q− τ0Q̈), eij = (ui,j + uj,i)/2,

ãäå λ, µ � ïîñòîÿííûå Ëàìå; ρ � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà; CE � óäåëüíàÿ òåïëî-
åìêîñòü ïðè ïîñòîÿííîì íàïðÿæåíèè; Q � ìîùíîñòü èñòî÷íèêà òåïëà íà åäèíèöó
ìàññû; T � àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà; T0 = δ0ρc

2
0/(γ0E0) = (δ0/αT )(1 − v)/(1 + v) �

èñõîäíàÿ òåìïåðàòóðà; σij � êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé; e = εii; εii � êîìïî-
íåíòû òåíçîðà äåôîðìàöèè; ui � êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìåùåíèÿ; k � òåïëîïðî-
âîäíîñòü; τ0 � âðåìÿ ðåëàêñàöèè[4].

Óðàâíåíèÿ (3) è (4) ðåøàëèñü âî âðåìåííîé îáëàñòè ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ
[5]. Ñíà÷àëà çàäàâàëèñü èñõîäíûå õàðàêòåðèñòèêè ìàòåðèàëà è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
íà ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû. Çàòåì, äëÿ êàæäîãî èíòåðâàëà âðåìåíè ïåðåñ÷èòûâàëèñü
ôèçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ìàòåðèàëà. Áûëà ïðîâåäåíà âåðèôèêàöèÿ ðàçðàáîòàííî-
ãî ïðîãðàììíîãî ïðîäóêòà, ïóòåì ñðàâíåíèÿ ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ äåôîðìàöèè
ñ ðåçóëüòàòàìè âûäàâàåìûõ ñòàíäàðòíîé ïðîãðàììîé ANSYS. Îòëè÷èå ðåçóëüòàòîâ
ñîñòàâëÿåò íå áîëåå 8 %.

Ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî ðàññìîòðåííûé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò ñâÿçàòü òåìïåðàòóðó îêðó-
æàþùåé ñðåäû, òåìïåðàòóðó ïëàñòèíû è âíåøíèå ñèëû, äåéñòâóþùèå íà ïëàñòèíó,
ïîëó÷àåìûå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ïðè ðàçðàáîòêå àëãîðèòìà
ðàáîòà ïðåññîâîãî îáîðóäîâàíèÿ.
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Ê ÐÀÑ×ÅÒÓ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀ ÒÅÏËÎÏÅÐÅÄÀ×È Â ÇÀÄÀ×Å
Î ÒÅÏËÎÂÎÌ ÏÎÃÐÀÍÈ×ÍÎÌ ÑËÎÅ Â ËÀÌÈÍÀÐÍÎÌ ÒÅ×ÅÍÈÈ

Â.Í. Ëàïòèíñêèé, À.À. Ðîìàíåíêî

Ïðè êîíñòðóèðîâàíèè àïïàðàòîâ è óñòðîéñòâ, â êîòîðûõ òåïëîâûå ðåæèìû ïðî-
òåêàþò ïî òèïó êîíâåêòèâíîãî òåïëîîáìåíà, òðåáóåòñÿ âûïîëíèòü ñîîòâåòñòâóþùèå
ðàñ÷åòû ïî îïòèìèçàöèè òåïëîîáìåíà. Õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [1, ñ. 17]),
êàêèì îáðàçîì ñèëû òðåíèÿ, îáóñëîâëåííûå ìàëûì êîýôôèöèåíòîì âÿçêîñòè (íàïðè-
ìåð, âîäû), îêàçûâàþò ñèëüíîå òîðìîçÿùåå âëèÿíèå íà ïðîöåññ äâèæåíèÿ æèäêîñòè, ñ
êîòîðûì ñâÿçàíî âîçíèêíîâåíèå äèíàìè÷åñêîãî è òåïëîâîãî ïîãðàíè÷íûõ ñëîåâ. Òåï-
ëîâîé ïîãðàíè÷íûé ñëîé èãðàåò áîëüøóþ ðîëü â òåïëîïåðåäà÷å ìåæäó òåêóùåé ñðå-
äîé è îáòåêàåìûì òåëîì. Åãî àíàëèòè÷åñêèé ðàñ÷åò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïðîñòóþ
çàäà÷ó.

Â äàííîé ðàáîòå, ÿâëÿþùåéñÿ ïðîäîëæåíèåì è ðàçâèòèåì [2, 3], íà îñíîâå ðåøåíèÿ
ìåòîäîì [3] çàäà÷è [4, ñ. 177]

ϑ′′ + Pr

[
m+ 1

2
fϑ′ − γf ′(ϑ− 1)

]
= 0, ϑ(0) = 0, ϑ(∞) = 1,

f ′′′ +
m+ 1

2
ff ′′ +m(1− f ′2) = 0, f(0) = f ′(0) = 0, f ′(∞) = 1,

ïîëó÷åíî ýôôåêòèâíîå (â ñìûñëå ïðîñòîòû è òî÷íîñòè) ïðèáëèæåííîå àíàëèòè÷åñêîå
âûðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòà òåïëîïåðåäà÷è αx â çàäà÷å îáòåêàíèÿ ïëîñêîé ïëàñòè-
íû ëàìèíàðíûì ïîòîêîì (â îáîçíà÷åíèÿõ, ïðèíÿòûõ â [4]):

αx = λ0

(
C

ν

)1/2

x(m−1)/2

( ∞∫
0
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(m+ 1)λ

4
×

×
ξ∫

0

(ξ − z)2 exp

{
− h
(
m

λ
z +
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λz3

)}
dz

]
dξ

)−1

, (1)

ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ λ, h îïðåäåëÿþòñÿ ïî ìåòîäèêå [2, 3].
Ôîðìóëà (1) èñïîëüçîâàíà äëÿ ðàñ÷åòà îïòèìàëüíîãî ðåæèìà îõëàæäåíèÿ îòëèâîê

â óñòðîéñòâàõ äëÿ ëèòüÿ ìåòîäîì íàïðàâëåííîãî çàòâåðäåâàíèÿ.
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ÎÒ ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ ÎÁËÀÑÒßÌÈ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß

Ô.Å. Ëîìîâöåâ

Äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå (ñèëüíûé äèôôåðåíöèàë Ôðåøå è ñëàáûé äèôôå-
ðåíöèàë Ãàòî) íå ïî ïàðàìåòðó, à ïî àðãóìåíòó, íà êîòîðûé äåéñòâóþò îïåðàòîðû â
íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ñòðîèòñÿ ïî àíàëîãèè ñ äèôôåðåíöèàëüíûì èñ÷èñëå-
íèåì Íüþòîíà � Ëåéáíèöà äëÿ ÷èñëîâûõ ôóíêöèé [1, ñ. 480�492]. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ
(ñèëüíîé, ñëàáîé) ïðîèçâîäíîé ïî ïàðàìåòðó îò ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ,
çàâèñÿùèõ èëè íå çàâèñÿùèõ îò ýòîãî ïàðàìåòðà, òîæå ïðèìåíÿåòñÿ ýòî äèôôåðåí-
öèàëüíîå èñ÷èñëåíèå. Âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíîé ïî ïàðàìåòðó t îò ëèíåéíûõ íåîãðà-
íè÷åííûõ çàìêíóòûõ îïåðàòîðîâ A(t), çàâèñÿùèõ èëè íå çàâèñÿùèõ îò t, íî ñ íå
çàâèñÿùåé îò t îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(A), îñóùåñòâëÿåòñÿ òàêæå ñ ïîìîùüþ êëàñ-
ñè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ ïóòåì ñâåäåíèÿ òàêèõ îïåðàòîðîâ ê îãðà-
íè÷åííûì îïåðàòîðàì. Íî êàê òîëüêî èõ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ D(A(t)) çàâèñÿò îò
ïàðàìåòðà t, òî òàêîå äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå íå ïðèìåíèìî â ïðèíöèïå.

Àâòîðîì ðàçðàáîòàíû íà÷àëà äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ ïî îäíîìåðíîìó ïà-
ðàìåòðó t ëèíåéíûõ íåîãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ A(t) ñ çàâèñÿùèìè îò t îáëàñòÿìè
îïðåäåëåíèÿ D(A(t)) è èõ ñèëüíûõ ðàñøèðåíèé A(t), êîòîðîå âîñòðåáîâàíî â èñ-
ñëåäîâàíèÿõ îäíîçíà÷íîé è óñòîé÷èâîé âåçäå ðàçðåøèìîñòè íåñòàöèîíàðíûõ ëèíåé-
íûõ ñìåøàííûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè
[2�4]. Ïóñòü A(t) : H0 ⊃ D(A(t)) → H0 � ëèíåéíûå íåîãðàíè÷åííûå çàìêíóòûå
îïåðàòîðû â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H0 ñ ïëîòíûìè â H0 è çàâèñÿùèìè îò t
îáëàñòÿìè îïðåäåëåíèÿ D(A(t)), t ∈ [b, c]. Ñóùåñòâóþò èõ ñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû
A∗(t) : H0 ⊃ D(A∗(t))→ H0 ñ çàâèñÿùèìè îò t îáëàñòÿìè îïðåäåëåíèÿ D(A∗(t)), êî-
òîðûå ïëîòíû â H0, òàê êàê îïåðàòîðû A(t), t ∈ [b, c], çàìêíóòû â H0 [5, ñ. 25]. Ïóñòü
W+(t) � ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà, ïîëó÷åííûå íàäåëåíèåì ìíîæåñòâ D(A∗(t)) íîð-
ìàìè ãðàôèêà 〈v〉(t) = (|A∗(t)v|20 + |v|20)1/2, ãäå (·, ·)0 è | · |0 � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-
íèå è íîðìà â H0. Ïóñòü íåãàòèâíûå ïðîñòðàíñòâà W−(t) � çàìûêàíèÿ ìíîæåñòâà
H0 ïî íåãàòèâíûì íîðìàì 〈f〉(−t) = sup

v∈W+(t)

{|(f, v)0|/〈v〉(t)}, t ∈ [b, c]. Îíè èçîìåò-

ðè÷íû ñîïðÿæåííûì ïðîñòðàíñòâàì ê ïîçèòèâíûì ïðîñòðàíñòâàì W+(t), t ∈ [b, c].
Ëèíåéíûå îïåðàòîðû A(t) : H0 ⊃ D(A(t)) → W−(t), t ∈ [b, c], íåïðåðûâíû, òàê
êàê 〈A(t)u〉(−t) 6 |u|0 ∀u ∈ D(A(t)), t ∈ [b, c]. Ïîýòîìó ñóùåñòâóþò èõ ñèëüíûå
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ðàñøèðåíèÿ A(t) ∈ L(H0,W
−(t)), êàê ñèëüíûå çàìûêàíèÿ ïî íåïðåðûâíîñòè ëèíåé-

íûõ îïåðàòîðîâ A(t) ñ ïëîòíûõ ìíîæåñòâ D(A(t)), t ∈ [b, c], íà âñå ïðîñòðàíñòâî
H0. Ê ðàñøèðåíèÿì A(t), êàê ëèíåéíûì îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðàì èç H0 â W−(t),
íåëüçÿ ïðèìåíèòü èçâåñòíûå ïîíÿòèÿ ñèëüíîé (ñëàáîé) íåïðåðûâíîñòè ïî t â t0 ∈
∈ [b, c] èç ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, òàê êàê îïåðàòîðû A(t) ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ
â ïåðåìåííîé øêàëå ïðîñòðàíñòâ {W−(t)}, êîòîðûå ìîãóò îêàçàòüñÿ íåñðàâíèìûìè
ïðè ðàçëè÷íûõ t ∈ [b, c].

Âûâåäåíû äâå ôîðìóëû ñëàáîé ïðîèçâîäíîé ïî ïàðàìåòðó ñèëüíûõ ðàñøèðåíèé
îïåðàòîðîâ. Â ðàáîòå [4] åñòü ïåðâàÿ ôîðìóëà ñëàáîé ïðîèçâîäíîé A′(t0) ïî ïàðà-
ìåòðó t â t0 ñ îáëàñòÿìè îïðåäåëåíèÿ D(A′(t0)) = D(A(t0)) îò îïåðàòîðîâ A(t),
ïîðîæäåííûõ ïîëóòîðàëèíåéíûìè ôîðìàìè a(t;u, v) : H1×H2 → C, ãäå H1 è H2 �
íåêîòîðûå ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà, ïëîòíûå â H0. Ïåðâóþ ôîðìóëó ñëàáîé ïðî-

èçâîäíîé A
′
(t0) ïî ïàðàìåòðó t â t0 ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(A

′
(t0)) = H0 îò

ñèëüíûõ ðàñøèðåíèé A(t) îïåðàòîðîâ A(t) äàåò
Òåîðåìà 1'. Åñëè ëèíåéíûå îïåðàòîðû A(t) è ïîðîæäàþùèå èõ ïîëóòîðàëèíåé-

íûå ôîðìû a(t;u, v) : H1×H2 → C óäîâëåòâîðÿþò òðåáîâàíèÿì òåîðåìû 1 ðàáîòû
[1], òî äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà h ∈ H0 â W−(t0) ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå ñëàáîé ïðî-

èçâîäíîé A
′
(t0) îò ñèëüíûõ ðàñøèðåíèé A(t) ïî t â t0 ∈ [b, c] íà h ∈ H0, ðàâíîå

〈A′(t0)h, v(t0)〉(t0) = at(t0;h, v(t0))∀v(t0) ∈ D(A∗(t0)), (1)

ãäå ïîëóòîðàëèíåéíûå ôîðìû at(t;u, v) : H0 ×W+(t0) → C � ñóæåíèÿ ïî v ñ ìíî-
æåñòâà H2 íà ïðîñòðàíñòâî W+(t0) è ðàñøèðåíèÿ ïî u ñ ïëîòíîãî ìíîæåñòâà
H1 íà ïðîñòðàíñòâî H0 ôîðì at(t;u, v) : H1 × H2 → C, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îáû÷-
íîé ïðîèçâîäíîé ïî t îò ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé âçàèìîñîïðÿæåííûõ è çàìêíóòûõ ïî
u ôîðì a(t;u, v) : H1 ×H2 → C.

Ñôîðìóëèðîâàí àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ñëàáûõ ïðîèçâîäíûõ ïîðÿäêà n îò ðàñøè-
ðåíèé.

1. Íàéòè ëèíåéíûå îïåðàòîðû A(t), ïîðîæäåííûå çàäàííûìè ôîðìàìè, ïóòåì
èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ýòèõ ôîðì ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî ðàç ïî x ñïðàâà
íàëåâî è ïðèìåíåíèÿ êëàññè÷åñêîé òåîðèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé.

2. Âûâåñòè àññèìåòðè÷åñêèé âèä çàäàííûõ ôîðì, ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî ÷àñòÿì èõ
ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî ðàç ïî x ñëåâà íàïðàâî ñ ïîìîùüþ íàéäåííûõ ãðà-
íè÷íûõ óñëîâèé îïåðàòîðîâ A(t).

3. Ðàñïðîñòðàíèòü àññèìåòðè÷åñêèå ôîðìû ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ïî ïåðâîé ïå-
ðåìåííîé ñ ïëîòíûõ ìíîæåñòâ D(A(t)) íà ïðîñòðàíñòâî L2(0, l) è ñîãëàñíî ôîðìóëå
(1) ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ïîëó÷åííûå ôîðìû n ðàç ïî t.

Â òåîðåìå 2 ðàáîòû [4] óñòàíîâëåíà âòîðàÿ ôîðìóëà ñëàáîé ïðîèçâîäíîé A′(t0) ïî
ïàðàìåòðó t â t0 ñ îáëàñòÿìè îïðåäåëåíèÿ D(A′(t0)) = D(A(t0)) îò çàäàííûõ â ÿâíîì

âèäå îïåðàòîðîâ A(t). Âòîðóþ ôîðìóëó ñëàáîé ïðîèçâîäíîé A
′
(t0) ïî ïàðàìåòðó t â

t0 ñ îáëàñòÿìè îïðåäåëåíèÿ D(A
′
(t0)) = H0 îò ñèëüíûõ ðàñøèðåíèé A(t) çàäàííûõ

â ÿâíîì âèäå îïåðàòîðîâ A(t) ñ çàâèñÿùèìè îò t îáëàñòÿìè îïðåäåëåíèÿ D(A(t))
èìååò

Òåîðåìà 2'. Ïóñòü D((A−1)′(t)) = H0, t ∈ [b, c]. Åñëè ∀t ∈ [b, c] íà R(A(t)) ñó-
ùåñòâóþò íåïðåðûâíûå îáðàòíûå îïåðàòîðû A−1(t) èç W−(t) â H0 è ñëàáàÿ ïðî-
èçâîäíàÿ (A−1)′(t) ïî t îò ñèëüíûõ ðàñøèðåíèé A−1(t) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îïå-
ðàòîðîì íà R(A(t)) èç W−(t) â H0, ò.å. ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå c10, c11 > 0, ÷òî
èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

|A−1(t)f(t)|0 6 c10〈f(t)〉(−t), |(A−1)′(t)f(t)|0 6 c11〈f(t)〉(−t) ∀f(t) ∈ R(A(t)),
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òî ïðè âñåõ t ∈ [b, c] â W−(t) ñóùåñòâóåò ñëàáàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî t îò ñèëüíûõ
ðàñøèðåíèé A(t) îïåðàòîðîâ A(t) è äëÿ âñåõ h ∈ H0 îíà ðàâíà

〈A′(t)h, v(t)〉(t) = −((A
−1

)′(t)A(t)h,A∗(t)v(t))0∀v(t) ∈ D(A∗(t)), t ∈ [b, c]. (2)

Ñëåäñòâèå. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìû 2' â W−(t) èìåþò ìåñòî ïðåäñòàâëå-
íèÿ

A
′
(t)h = −A(t)(A

−1
)′(t)A(t)h ∀h ∈ H0, t ∈ [b, c], (3)

A
′
(t)u(t) = −A(t)(A−1)′(t)A(t)u(t) ∀u(t) ∈ D(A(t)), t ∈ [b, c],

Çàìå÷àíèå. Ôîðìóëà (3) îáîáùàåò èçâåñòíóþ ôîðìóëó

A′(t)h = −A(t)(A−1)′(t)A(t)h, h ∈ H0,

ïåðâîé ñèëüíîé ïðîèçâîäíîé ïî t îò ëèíåéíîãî ñèëüíî íåïðåðûâíîãî ïî t è îãðà-
íè÷åííîãî îïåðàòîðà A(t) ñ îãðàíè÷åííîé ñèëüíîé ïðîèçâîäíîé (A−1)′(t) îáðàòíîãî
A−1(t) [6, c. 24].
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×ÀÑÒÈÖÀ ÑÎ ÑÏÈÍÎÌ 1/2
Â ÎÑÖÈËËÈÐÓÞÙÅÉ ÂÑÅËÅÍÍÎÉ ÄÅ ÑÈÒÒÅÐÀ,
ÎÒÐÀÆÅÍÈÅ ÎÒ ÊÎÑÌÎËÎÃÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÁÀÐÜÅÐÀ

Å.Ì. Îâñèþê, À.À. Ãîëóá, À.Ä. Êîðàëüêîâ

Èçâåñòíî [1�7], ÷òî ãåîìåòðèÿ ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî äåéñòâóåò íà ïîëÿ ÷à-
ñòèö ñî ñïèíàìè 0, 1/2, 1 êàê ðàñïðåäåëåííîå â ïðîñòðàíñòâå èäåàëüíîå çåðêàëî. Ãëó-
áèíà ïðîíèêíîâåíèÿ ïîëÿ â òàêóþ ñðåäó ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì ýíåðãèè ïîëÿ, òàêæå
ýòà âåëè÷èíà çàâèñèò îò ðàäèóñà êðèâèçíû ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî. Â ñèëó òîãî,
÷òî ìîäåëü Ëîáà÷åâñêîãî âõîäèò ñîñòàâíûì ýëåìåíòîì â íåêîòîðûå êîñìîëîãè÷åñêèå
ìîäåëè Âñåëåííîé, îòìå÷åííîå ñâîéñòâî îçíà÷àåò, ÷òî â òàêèõ ìîäåëÿõ íåîáõîäèìî
ó÷èòûâàòü ýôôåêò íàëè÷èÿ ¾êîñìîëîãè÷åñêîãî çåðêàëà¿, êîòîðîå ýôôåêòèâíî äîëæ-
íî âåñòè ê ïåðåðàñïðåäåëåíèþ ïëîòíîñòè ÷àñòèö â ïðîñòðàíñòâå. Âûïîëíåííûé ðàíåå
àíàëèç [1�7] ïðåäïîëàãàë ñòàòè÷åñêèé õàðàêòåð ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà � âðåìåíè.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðîâåäåíî îáîáùåíèå èññëåäîâàíèÿ äëÿ ïîëåé ñî ñïèíîì 1/2 â
ñëó÷àå îñöèëëèðóþùåé ìîäåëè âñåëåííîé äå Ñèòòåðà (àíàëèç äëÿ ñëó÷àÿ ñêàëÿðíîãî
ïîëÿ ñì. â ðàáîòå [8]). Óðàâíåíèå Äèðàêà ðåøåíî â íåñòàòè÷åñêèõ êâàçèäåêàðòîâûõ
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êîîðäèíàòàõ. Âîëíîâûå ôóíêöèè ÷àñòèöû çàâèñÿò îò âðåìåííîé êîîðäèíàòû íåòðèâè-
àëüíûì îáðàçîì, îäíàêî ýôôåêò ïîëíîãî îòðàæåíèÿ îò ýôôåêòèâíîãî ïîòåíöèàëüíî
áàðüåðà ñîõðàíÿåòñÿ è â íåñòàòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå � âðåìåíè, ïðè ýòîì îí íå çà-
âèñèò îò âðåìåíè.

Â íåñòàòè÷åñêîé êâàçèäåêàðòîâîé ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà àíòè äå Ñèòòåðà

dS2 = dt2 − cos2 t[e−2z(dx2 + dy2) + dz2].

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Äèðàêà [9] èùóòñÿ â âèäå

(
iγ0 cos t

∂

∂t
+ iγ1ez

∂

∂x
+ iγ2ez

∂

∂y
+ iγ3 ∂

∂z
−M cos t

)
Ψ = 0, Ψ = eiaxeiby

∣∣∣∣∣∣∣∣
f1(t, z)
f2(t, z)
f3(t, z)
f4(t, z)

∣∣∣∣∣∣∣∣.
Ïîñëå ïðîâåäåíèÿ ïðîöåäóðû ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì äèàãîíàëè-
çàöèè íà ðåøåíèÿõ îïåðàòîðà ñïèðàëüíîñòè óïðîùàåì ïîäñòàíîâêó äî ñëåäóþùåãî
âèäà:

Ψ = eik1xeik2y

∣∣∣∣∣∣∣∣
F (t)f1(z)
F (t)f2(z)
G(t)f1(z)
G(t)f2(z)

∣∣∣∣∣∣∣∣,
âõîäÿùèå ñþäà ôóíêöèè ïîä÷èíåíû äâóì ñèñòåìàì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé(

i cos t
∂

∂t
+ p

)
G(t)−M cos tF (t) = 0,

(
i cos t

∂

∂t
− p
)
F (t)−M cos tG(t) = 0

è

ez(a− ib)f2(z) =

(
+ i

d

dz
+ p

)
f1(z), ez(a+ ib)f1(z) =

(
− i d

dz
+ p

)
f2(z).

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà ñïèðàëüíîñòè 2-êðàòíî âûðîæäåíû ïî çíàêó: +p,
−p. Ðàçíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì îïåðàòîðà ñïèðàëüíîñòè +p è (−p) îòâå÷àþò
êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå ôóíêöèè F−p(t) = [F+p(t)]

∗. Ðåøåíèÿ îáåèõ ñèñòåì ñòðîÿòñÿ
â òåðìèíàõ âûðîæäåííûõ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé [10].

Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé, îïèñûâàþùèõ ýôôåêò îòðàæåíèÿ îò ýô-
ôåêòèâíîãî áàðüåðà, ñîçäàííîãî ãåîìåòðèåé ïðîñòðàíñòâà, íóæíî èñïîëüçîâàòü êîì-
áèíàöèé ðåøåíèé ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè ñïèðàëüíîñòÿìè. Â ÷àñòíîñòè âûäåëåííûå ðå-
øåíèÿ ïî ïåðåìåííîé z âåäóò ñåáÿ â àñèìïòîòè÷åñêîé îáëàñòè z → −∞ ñîãëàñíî
ðàâåíñòâàì

H±(z → −∞) ∼M+e
+ipz ±M−e−ipz, (1)

ãäå (â ïðåäïîëîæåíèè A = +ip)

M+ =
Γ(1− 2A)

Γ(1− A)
(2
√
a2 + b2)+ip, M− =

Γ(1 + 2A)

Γ(1 + A)
(2
√
a2 + b2)−ip, M− = (M+)∗.

Äëÿ ðåøåíèé (1) ìîæíî îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ êàê êâàäðàò ìîäóëÿ
îòíîøåíèÿ àìïëèòóä â ñóïåðïîçèöèè ïëîñêèõ âîëí R = |M−/M+|2 = 1.

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ F (t) çàâèñèò îò çíàêà ïàðàìåòðà ñïèðàëüíîñòè ±p,
ðåøåíèÿ, îïèñûâàþùèå ïîëíîå îòðàæåíèå ÷àñòèö îò ýôôåêòèâíîãî áàðüåðà â íåñòà-
òè÷åñêîì ñëó÷àå, èìåþò ñëåäóþùèå àñèìïòîòèêè â îáëàñòè z → −∞ :

Ψ± = eiaxeiby{F+p(t)M+e
+ipz(z)± F−p(t)M−e−ipz}.
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ÎÁ ÎÏÈÑÀÍÈÈ ÄÂÈÆÅÍÈß ÌÅÕÀÍÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ
Â ÒÅÐÌÈÍÀÕ ÔÓÍÊÖÈÉ ÑÎ ÇÍÀ×ÅÍÈßÌÈ

Â ÃÈÏÅÐÊÎÌÏËÅÊÑÍÛÕ ×ÈÑËÀÕ

Í.ß. Ðàäûíî

Ïðåäëàãàåòñÿ ïîäõîä, â òåðìèíàõ êîòîðîãî çàäà÷è êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè ìîãóò
áûòü îïèñàíû â òåðìèíàõ ôóíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè â ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñëàõ [1, 2].

Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìó íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâà-
þùèõ äâèæåíèå ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òî ðå-
øåíèå, âíîâü ïîëó÷åííîé ñèñòåìû, áóäåò ýêâèâàëåíòíî ðåøåíèþ îäíîãî äèôôåðåí-
öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âèäà dq = f(q)g(t) dt, ãäå q ÿâëÿåòñÿ ãèïåðêîìïëåêñíîé ïåðå-
ìåííîé è õàðàêòåðèçóåò ñîñòîÿíèå ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, t � âðåìÿ, f � ôóíêöèÿ
ãèïåðêîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, g � ôóíêöèÿ âðåìåíè.

Âñÿ èíôîðìàöèÿ î äâèæåíèè ñèñòåìû ñîäåðæèòñÿ â ïåðåìåííîé z è â ôóíêöèÿõ
f(z), g(t). Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ f(z) = az, à âèä g(t) çàâèñèò îò ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè
ñèñòåìû è íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Òàê, îäíîìåðíîå äâèæåíèå ñâîáîäíîé ÷àñòèöû ìîæåò áûòü îïèñàíî ñëåäóþùèì
îáðàçîì: dz = εz dt, z(0) = ξ1 + εξ0, z � äóàëüíîå ÷èñëî. Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è
ln z − ln z(0) = εt, ãäå ln z � ëîãàðèôì äóàëüíîãî ÷èñëà. Ïàäåíèå òåëà � çàäà÷à
Ãàëèëåÿ � îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì dz = (εz + g) dt, z(0) = ξ1 + εξ0, g ∈ R, à ìàëûå
êîëåáàíèÿ ïëîñêîãî ìàÿòíèêà � óðàâíåíèåì dz = iω∗z dt, z(0) = ξ1 + iω∗ξ0, ω∗ =

=
√
g/l, z � êîìïëåêñíàÿ ïåðåìåííàÿ. Ðåøåíèå çàäà÷è ln z−ln z(0) = iω∗t. Äâèæåíèå
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íåëèíåéíîãî ìàÿòíèêà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì dz = iω∗ dn (ω∗t, ξ1/(2ω∗))z dt, z(0) =
= ξ1, à ìàëûå êîëåáàíèÿ ñôåðè÷åñêîãî ìàÿòíèêà � óðàâíåíèåì dq = −iq dt, q(0) = ξ,
q � êâàòåðíèîí. Ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ln q−ln ξ = −it èëè q(t) = e−itξ.

Çàäà÷à Êåïëåðà: dq = −iq Ė(t)

2
dt, q(0) =

√
A +

v0

2
√
A
k, q � êâàòåðíèîí. Çàâèñè-

ìîñòü E = E(t) � ôóíêöèÿ Êåïëåðà, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ Êåïëåðà
E − e sinE = nt.

Äâèæåíèå æå òâåðäîãî òåëà ìîæåò áûòü îïèñàíî â òåðìèíàõ áèêâàòåðíèîíîâ è
ôóíêöèé îò áèêâàòåðíèîíîâ [3].
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ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÀÍÀËÈÇ ÐÅØÅÍÈÉ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÄÈÐÀÊÀ
Â ÏÎËÅ ØÂÀÐØÈËÜÄÀ, ÒÓÍÍÅËÜÍÛÉ ÝÔÔÅÊÒ

Â.Ì. Ðåäüêîâ, Å.Ì. Îâñèþê

Â ðàáîòå [1] èññëåäîâàëàñü áåçìàññîâàÿ ÷àñòèöà ñî ñïèíîì 1/2 â ñòàòè÷åñêîì ïðî-
ñòðàíñòâå � âðåìåíè Øâàðöøèëüäà [2]. Â ÷àñòíîñòè, â íåé èçó÷åí ïðîöåññ òóííåëèðî-
âàíèÿ òàêîé ÷àñòèöû ÷åðåç ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð íà îñíîâå ïîñòðîåíèÿ
ðåøåíèé Ôðîáåíèóñà âîçíèêàþùåãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà
(ñì. òàêæå áîëåå ðàííèå ðàáîòû [3�11]). Â íàñòîÿùåé ðàáîòå àíàëèç ðàñïðîñòðàíåí íà
ñëó÷àé ìàññèâíîé ñïèíîðíîé ÷àñòèöû.

Ñîäåðæàíèå íàñòîÿùåé ðàáîòû ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó. Ïîñëå ðàçäåëåíèÿ ïåðå-
ìåííûõ â óðàâíåíèè Äèðàêà â ñòàòè÷åñêîé ìåòðèêå Øâàðöøèëüäà ïîëó÷åíà ñèñòåìà
äâóõ ðàäèàëüíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà. Â ðåçóëüòàòå çàäà-
÷à ïðèâîäèòñÿ ê îäíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà. Â îáû÷íîé
ñèñòåìå ÷åðåïàøüèõ êîîðäèíàò r∗ :

r∗ = r + ln(r − 1), r ∈ (1,+∞), r∗ ∈ (−∞,+∞),

ýòî óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó[
d2

dr2
∗

+ P 2(r; ε,M, j)

]
f = 0,

ãäå ε, j � êâàíòîâûå ÷èñëà ýíåðãèè è ïîëíîãî ìîìåíòà ÷àñòèöû, M � ìàññà ÷à-
ñòèöû. Âèä óðàâíåíèÿ â îáëàñòÿõ îêîëî ðàäèóñà Øâàðöøèëüäà è íà áåñêîíå÷íîñòè
(r → 1,+∞) äîïóñêàåò ðåøåíèÿ ñ àñèìïòîòèêàìè, õàðàêòåðíûìè äëÿ ïëîñêèõ âîëí:

r → +1(r∗ → −∞), f = e±iεr∗ , r →∞(r∗ → +∞), f = e±i
√
ε2−M2r∗ ,
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â îáëàñòè ðàäèóñà Øâàðöøèëüäà ìàññà M ÷àñòèöû ýôôåêòèâíî ñåáÿ íå ïðîÿâëÿ-
åò. Ïîñòðîåíû ãðàôèêè, îïèñûâàþùèå ïîâåäåíèå êðèâûõ ýôôåêòèâíîãî èìïóëüñà
P 2(r; ε,M, j). Îíè óêàçûâàþò íà òî, ÷òî äëÿ ÷àñòè ñïåêòðà ðåøåíèé èìååì ñèòóà-
öèþ âîçìîæíîãî òóííåëèðîâàíèÿ ÷àñòèö ÷åðåç çàïðåùåííóþ äëÿ êëàññè÷åñêîãî äâè-
æåíèÿ îáëàñòü, äâèãàÿñü íà ýòîò áàðüåð ñëåâà èëè ñïðàâà (äðóãèìè ñëîâàìè, èçíóòðè
èëè èçâíå ÷åðíîé äûðû). Àíàëèç âîçíèêàþùåãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïðî-

âîäèòñÿ â ïåðåìåííîé
√

1− 1/r = x, x ∈ (0, 1). Ó÷åò íåíóëåâîé ìàññû ïðèâîäèò
ê óñëîæíåíèþ ñòðóêòóðû ñèíãóëÿðíûõ òî÷åê [12, 13], äîáàâëÿåòñÿ îäíà ðåãóëÿðíàÿ
îñîáåííîñòü â òî÷êå x = ε/M :

[01, (+1)2, (−1)2,∞1] ⇒ [01, (+1)2, (−1)2,∞1; c1].

Äëÿ íàéäåííîãî óðàâíåíèÿ ïîñòðîåíû øåñòíàäöàòü òèïîâ ðåøåíèé ôðîáåíèóñîâñêîãî
òèïà:

f(x) = (x+ c)ρxγ(x− 1)α exp

(
β

x− 1

)
(x+ 1)α

′
exp

(
β′

x+ 1

)
F (x).

Ôóíêöèè F (x) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ ñî ñëåäóþùåé ñòðóêòóðîé (âñå ïàðàìåò-
ðû îïðåäåëÿþòñÿ çàäàíèåì êâàíòîâûõ ÷èñëå ñîñòîÿíèé ÷àñòèöû)

F ′′ +

(
n

x
+

n1

x− 1
+

n2

(x− 1)2
+

n3

x+ 1
+

n4

(x+ 1)2
+

n5

x+ c

)
F ′ +

+

(
m

x
+

m1

x− 1
+

m2

(x− 1)2
+

m3

x+ 1
+

m4

(x+ 1)2
+

m5

x+ c

)
F = 0.

Ðåøåíèÿ äëÿ F (x) ñòðîÿòñÿ â âèäå ñòåïåííûõ ðÿäîâ, äëÿ íèõ ïîñòðîåíû 8-÷ëåííûå
ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ. Ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà Ïóàíêàðå � Ïåððîíà äîêàçàíà
ñõîäèìîñòü ýòèõ ðÿäîâ â ôèçè÷åñêîé îáëàñòè èçìåíåíèÿ ïåðåìåííîé x ∈ (0, 1).

Èññëåäîâàííûå âîçìîæíîñòè ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé îêîëî îñîáûõ òî÷åê x = −1, 0,+1
ïîçâîëÿþò ïðåäëîæèòü âîñåìü ðåøåíèé:

g1(x) = e+2iε lnxe+iε ln(x−1)e+iε/(2(x−1))e−iε ln(x+1)e+iε/(2(x+1))(R1(x) + iI1(x)),

g2(x) = e−2iε lnxe−iε ln(x−1)e−iε/(2(x−1))e+iε ln(x+1)e−iε/(2(x+1))(R1(x)− iI1(x));

g3(x) = e+2iε lnxe−iε ln(x−1)e−iε/(2(x−1))e+iε ln(x+1)e−iε/(2(x+1))(R3(x) + iI3(x))),

g4(x) = e−2iε lnxe+iε ln(x−1)e+iε/(2(x−1))e−iε ln(x+1)e+iε/(2(x+1))(R3(x)− iI3(x));

g5(x) = e+2iε lnxe+iε ln(x−1)e+iε/(2(x−1))e+iε ln(x+1)e−iε/(2(x+1))(R5(x) + iI5(x));

g6(x) = e−2iε lnxe−iε ln(x−1)e−iε/(2(x−1))e−iε ln(x+1)e+iε/(2(x+1))(R5(x)− iI5(x));

g7(x) = e+2iε lnxe−iε ln(x−1)e−iε/(2(x−1))e−iε ln(x+1)e+iε/(2(x+1))(R7(x) + iI7(x)));

g8(x) = e−2iε lnxe+iε ln(x−1)e+iε/(2(x−1))e+iε ln(x+1)e−iε/(2(x+1))(R7(x)− iI7(x)).

Íà îñíîâå ïîñòðîåíèÿ ñïåöèàëüíûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé èç ýòèõ ðåøåíèé âîçìî-
æåí àíàëèç ïðîõîæäåíèÿ ÷àñòèö, ïàäàþùèõ íà áàðüåð ñëåâà èëè ñïðàâà.
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ÄÂÈÆÅÍÈÅ ÖÅÍÒÐÀ ÌÀÑÑ ÑÈÑÒÅÌÛ ÄÂÓÕ ÒÅË Â ÑÐÅÄÅ
Â ÏÎÑÒÍÜÞÒÎÍÎÂÑÊÎÌ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÈ
ÎÁÙÅÉ ÒÅÎÐÈÈ ÎÒÍÎÑÈÒÅËÜÍÎÑÒÈ

À.Ï. Ðÿáóøêî, È.Ò. Íåìàíîâà, Ò.À. Æóð

Â ðàáîòàõ [1, 2] ðåøåíû çàäà÷è: â ïîñòíüþòîíîâñêîì ïðèáëèæåíèè (ÏÍÏ) îáùåé
òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè (ÎÒÎ) ïîëó÷åíî ãðàâèòàöèîííîå ïîëå ãàçîïûëåâîãî øàðà ðà-
äèóñà R, ïëîòíîñòü êîòîðîãî ρ = const, ñ äâóìÿ ïðèòÿãèâàþùèìè öåíòðàìè (òåëà-
ìè). Â ýòîì ïîëå âûâåäåíû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ öåíòðîâ è ïðîâåäåíî èíòåãðèðîâàíèå
ýòèõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Ðàññìîòðåí òàêæå âîïðîñ î âëèÿíèè ëîáîâîãî ñîïðîòèâ-
ëåíèÿ ñðåäû äâèæóùèìñÿ â íåé òåëàì. Ñäåëàíû ÷èñëåííûå îöåíêè âñåõ ïîëó÷åííûõ
ðåëÿòèâèñòñêèõ ýôôåêòîâ. Â ýòîé ðàáîòå âûÿñíÿåòñÿ çàêîí äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ C̃
äâóõ òåë â ñðåäå â ÏÍÏ ÎÒÎ.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé êðóãîâûõ äâèæåíèé òåë A è B âíóòðè ãàçîïûëåâîãî øàðà. Ýòî
óïðîùàåò ðåøåíèå çàäà÷è è ïîçâîëÿåò ñîñòàâèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé äâèæåíèÿ öåíòðà
ìàññ C̃ :

¨̃ci =
γ2ρ

c2(ma +mb)

[
2πmamb

3r2
0

(5|~a|bi + 5|~b|ai − 3|~a|ai − 3|~b|bi) + 5(m2
aI

i
a0 +m2

bI
i
b0)−

− (m2
aI

i
a1 +m2

bI
i
b1)−mamb(I

i
a2 + I ib2) + 5mamb(I

i
a3 + I ib3)

]
. (1)

Âû÷èñëèâ èëè îñðåäíèâ âõîäÿùèå â ñèñòåìó (1) èíòåãðàëû I iav, I
i
bv íàõîäèì ðåøåíèå

çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû (1) ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ c̃i(0) = 0, ˙̃ci(0) = 0 :

c̃1 =
πγ2ρN

c2(ma +mb)ω2
0

(1− cosφ), c̃2 =
πγ2ρN

c2(ma +mb)ω2
0

(φ− sinφ), φ = ω0t, (2)
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ãäå âåëè÷èíà ω0 =
√
γ(ma +mb)/r3

0 ÿâëÿåòñÿ óãëîâîé ñêîðîñòüþ îáðàùåíèÿ òåë A è
B ïî êðóãîâîé îðáèòå â íüþòîíîâñêîì ïðèáëèæåíèè ÎÒÎ. Âåëè÷èíà N = const è
îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

N = m2
a

[
5

2

(
2R

|~a|
+
R2 + |~a|2

|~a|2
ln
R− |~a|
R + |~a|

)
+

4R3

(R + |~a|)3

]
−

−m2
b

[
5

2

(
2R

|~b|
+
R2 + |~b|

2

|~b|
2 ln

R− |~b|
R + |~b|

)
+

4R3

(R + |~b|)
3

]
+ 2mamb(|~a| − |~b|)

(
4R3

3|~a|2|~b|
2 −

1

r0

)
.

Ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì (2) öåíòð ìàññ C̃ äâèæåòñÿ ïî öèêëîèäå ñ áàçîé íà ïîëîæè-
òåëüíîé ÷àñòè êîîðäèíàòíîé îñè Ox2, åñëè N > 0, è íà îòðèöàòåëüíîé ÷àñòè, åñëè
N < 0. Â ñëó÷àå ma = mb èìååì |~a| = |~b| è N = 0, ò.å. öåíòð ìàññ ïîêîèòñÿ â íà÷àëå
êîîðäèíàò. Åñëè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ðàñïîëîæåíèÿ òåë A è B èçìåíèòü, òî îðèåíòàöèÿ
öèêëîèäû èçìåíèòñÿ.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äâóõ òåë A è B, áëèçêèõ ïî ñâîèì õàðàêòåðèñòèêàì ê ñèñòåìå
Ñîëíöå � Þïèòåð. Ïðèíèìàåì ma = 2 · 1033 ã, mb = 2 · 1030 ã, |~a| = 7, 78 · 1010 ñì,

|~b| = 7, 78 · 1013 ñì; äâèæåíèÿ òåë � êðóãîâûå; ïëîòíîñòü ãàçîïûëåâîãî øàðà ρ =
= (10−18 ÷ 10−22) ã · ñì−3; åãî ðàäèóñ R = (1018 ÷ 1020) ñì. Ñêîðîñòü ñâåòà c =
= 3 · 1010 ñì · ñ−1, íüþòîíîâñêàÿ ïîñòîÿííàÿ òÿãîòåíèÿ γ = 6, 67 · 10−83 ñì · ã−1 · ñ−2.

Ðàññòîÿíèå ìåæäó òåëàìè A è B r0 = |~a|+ |~b|. Äëÿ íàáëþäàåìûõ ïëàíåòàðíûõ òóìàí-
íîñòåé, â ÷àñòíîñòè, Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû, íàèáîëåå ïîïóëÿðíûìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå
çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè ρ = 10−21 ã · ñì−3 è ðàäèóñà R = 1018 ñì. Òîãäà ïðè óêàçàííûõ
çíà÷åíèÿõ âåëè÷èí èìååì ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ öèêëîèäû

c̃1 = −6, 316 · 1010(1− cosφ), c̃2 = −6, 316 · 1010(φ− sinφ). (3)

Çà îäèí îáîðîò ñèñòåìû òåë A � B, ò.å. ïðè èçìåíåíèè φ îò 0 äî 2π, ÷òî ñîîò-
âåòñòâóåò âî âðåìåíè ïðèìåðíî 12-òè ãîäàì, åå öåíòð ìàññ ïåðåìåñòèòñÿ ïî öèêëîèäå
(3) èç íà÷àëà êîîðäèíàò â òî÷êó C̃1(0,−4 · 1011), ÷òî äîëæíî âûçâàòü ¾îïóñêàíèå¿
ñèñòåìû òåë A � B ïðèìåðíî íà ðàññòîÿíèå 4 · 1011 ñì îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò x1Ox2.

×òîáû ñóäèòü î çàêîíàõ äâèæåíèÿ òåë A è B, íóæíî åùå, êðîìå îáñóæäàåìîãî
çäåñü âîçäåéñòâèÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ãàçîïûëåâîãî øàðà íà äâèæåíèå òåë, îöåíèòü
ðåëÿòèâèñòñêèå ïîïðàâêè â ÏÍÏ ÎÒÎ, êîòîðûå íàéäåíû â [3]. Ýòè ïîïðàâêè ∆ai, ∆bi

ê íüþòîíîâñêèì êîîðäèíàòàì òåë ai, bi ïðè âûïîëíåíèè íà÷àëüíûõ óñëîâèé � ïðè
t = 0 (èëè φ = 0) ýòè ïîïðàâêè è èõ ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè (èëè ïî φ) ðàâíû
íóëþ � èìåþò âèä

∆a1 =
γmb[3, 5]

c2(ma +mb)
2 (cosω0t− 1), ∆a2 =

2γmb[3, 5]

c2(ma +mb)
2 (ω0t− sinω0t), (4)

∆b1 = − γma[3, 5]

c2(ma +mb)
2 (cosω0t− 1), ∆b2 = − 2γma[3, 5]

c2(ma +mb)
2 (ω0t− sinω0t), (5)

ãäå [3, 5] = 3m2
a + 5mamb + 3m2

b . Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû òåë A è B ëåãêî
íàõîäèì ÷èñëåííûå îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ â (4), (5) è îöåíêè |∆ai|, |∆bi| çà îäèí
îáîðîò, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ â èíòåðâàëå îò 5 · 102 ñì äî 7 · 106 ñì, ò.å. ìàêñèìàëüíàÿ
ðåëÿòèâèñòñêàÿ ïîïðàâêà íà 4�5 ïîðÿäêîâ ìåíüøå ñìåùåíèÿ öåíòðà ìàññ ñîãëàñíî (3):
çà îäèí îáîðîò |c̃2| ≈ 4 · 1011 ñì. Ïîýòîìó ïîïðàâêàìè (4), (5) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.
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Âåëè÷èíà ñìåùåíèÿ öåíòðà ìàññ ñèñòåìû äâóõ òåë â ãàçîïûëåâîì øàðå ìîæåò
îêàçàòüñÿ íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ ìåíüøå, åñëè ðàñïðåäåëåíèå ãàçîïûëåâîé ñðåäû â
øàðå áóäåò íåîäíîðîäíûì è âåëè÷èíà ïëîòíîñòè ρ áóäåò óáûâàòü ê ïåðèôåðèè øàðà.
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Î ÐÀÇÐÅØÈÌÎÑÒÈ ÎÁÐÀÒÍÎÉ ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÇÀÄÀ×È
ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß ÑÈËÎÂÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ

Ì.È. Òëåóáåðãåíîâ, Ä.Ò. Àæûìáàåâ

Ïî çàäàííîìó ìíîæåñòâó

Λ(t) : λ(x, t) = 0, λ ∈ Rm, x ∈ Rn, λ ∈ C22
xt , (1)

òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü îáîáùåííóþ ñèëîâóþ ôóíêöèþ U = U(x, ẋ, t) òàê, ÷òîáû çàäàí-
íîå ìíîæåñòâî Λ(t) áûëî èíòåãðàëüíûì ìíîãîîáðàçèåì ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
ëàãðàíæåâîé ñòðóêòóðû

d

dt

(
∂L

∂ẋν

)
− ∂L

∂xν
= σ

′

νj(x, ẋ, t)ξ̇j , ν = 1, n, j = 1, r. (2)

Çäåñü {ξ1(t, ω), . . . , ξr(t, ω)} � ñèñòåìû ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðà-
ùåíèÿìè, êîòîðûå, ñëåäóÿ [1], ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ïðîöåññîâ: ξ = ξ0 +
+
∫
c(y)P 0(t, dy), ãäå ξ = (ξ1(t, ω), . . . , ξr(t, ω))ò, ξ0 � âåêòîðíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ.
Â äàííîé ðàáîòå â îòëè÷èå îò [2] ñòðîèòñÿ ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî

çàäàííîå èíòåãðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå çàâèñèò ëèøü îò îáîáùåííûõ êîîðäèíàò è íå çà-
âèñèò îò îáîáùåííûõ ñêîðîñòåé. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è íà ïåðâîì ýòàïå
ïî çàäàííîìó ìíîæåñòâó ìåòîäîì êâàçèîáðàùåíèÿ [3] â ñî÷åòàíèè ñ ìåòîäîì Åðóãè-
íà [4] è â ñèëó ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè [1] ñòðîèòñÿ
óðàâíåíèå Èòî

ẍ = f(x, ẋ, t) + σ(x, ẋ, t)ξ̇ (3)

òàê, ÷òîáû ìíîæåñòâî Λ(t) (1) ÿâëÿëîñü èíòåãðàëüíûì ìíîãîîáðàçèåì ïîñòðîåííîãî
óðàâíåíèÿ 3.

Çàòåì íà âòîðîì ýòàïå ïî ïîñòðîåííîìó óðàâíåíèþ Èòî ñòðîÿòñÿ ýêâèâàëåíòíûå
åìó óðàâíåíèÿ ëàãðàíæåâîé ñòðóêòóðû. È íà òðåòüåì ýòàïå â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
îáîáùåííûé ëàãðàíæèàí èìååò âèä

L = T (x, ẋ, t) + U(x, ẋ, t), ãäå T = aijẋiẋj, i, j = 1, n, (4)

èñêîìàÿ ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå U(x, ẋ, t) = L(x, ẋ, t)− aijẋiẋj.
Ââåäåì ìàòðèöó hkν è ðàññìîòðèì çàäà÷ó íåïðÿìîãî (êîñâåííîãî) ïðåäñòàâëåíèÿ

óðàâíåíèÿ ëàãðàíæåâîé ñòðóêòóðû

hkν(ẍk − fk − σkj ξ̇j) ≡
d

dt

(
∂L

∂xν

)
− ∂L

∂xν
− σ′νj ξ̇j.
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Ñ èñïîëüçîâàíèåì îáîçíà÷åíèé ðàáîò [1�3] äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà. Äëÿ íåïðÿìîãî ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ëà-

ãðàíæåâîé ñòðóêòóðû (2) ïî çàäàííîìó ìíîæåñòâó (1) ñ îáîáùåííûì ëàãðàíæè-
àíîì âèäà (4) òàê, ÷òîáû ìíîæåñòâî (1) áûëî èíòåãðàëüíûì ìíîãîîáðàçèåì ïî-
ñòðîåííûõ óðàâíåíèé íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îáîáùåííàÿ ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ
U = U(x, ẋ, t) óäîâëåòâîðÿëà óñëîâèÿì

∂2U

∂ẋν∂ẋk
= hkν − aνk,

∂U

∂xν
=

∂2U

∂ẋν∂t
+

∂2U

∂ẋν∂xk
ẋk + S̃1ν + S̃2ν + S̃3ν + hkvfk,

à âåêòîð-ôóíêöèÿ f è ìàòðèöà σ � óñëîâèþ

f = k[
∂λ

∂x
C] +

(
∂λ

∂x

)+

(A− ẋT ∂2λ

∂x∂x
ẋ− 2

∂2λ

∂x∂t
− ∂2λ

∂t2
), σi = si

[
∂λ

∂x
C

]
+

(
∂λ

∂x

)+

Bi,

ãäå i = 1, r, σi = (σ1i, σ2i, . . . , σni) � i -é ñòîëáåö ìàòðèöû σ = (σνj), ν = 1, n,
j = 1, r; Bi = (B1i, B2i, . . . , Bmi)

ò � i -é ñòîëáåö ìàòðèöû B = (Bµj), µ = 1,m,
j = 1, r; si, k � ïðîèçâîëüíûå ñêàëÿðíûå âåëè÷èíû,

S̃1ν =
1

2

∂3U

∂ẋν∂ẋi∂ẋk
σijσkj, S̃2ν =

∫ {
∂U(x, ẋ+ σc(y), t)

∂ẋν
− ∂U(x, ẋ, t)

∂ẋν

}
dy,

S3ν =

∫ [
∂U(x, ẋ+ σc(y), t)

∂ẋν
− ∂U(x, ẋ, t)

∂ẋν

]
Ṗ 0(t, dy).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà � 3357/ÃÔ4 Ìèíèñòåðñòâà
îáðàçîâàíèÿ è íàóêè Ðåñïóáëèêè Êàçàõñòàí.
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ÌÅÒÎÄ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÎÃÎ ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÍÀÕÎÆÄÅÍÈß
ÊÎÐÍÅÉ ÏÎËÈÍÎÌÀ È ÅÃÎ ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ

Ê ÐÅØÅÍÈÞ ÊÐÀÅÂÛÕ ÇÀÄÀ×

Þ.Â. Òðóáíèêîâ, Ì.Ì. ×åðíÿâñêèé

Êàê èçâåñòíî, òåîðåìà Àáåëÿ äåëàåò íåâîçìîæíûì ïîëó÷åíèå ôîðìóë òî÷íîãî àíà-
ëèòè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ êîðíåé àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïÿòîé è áîëåå âûñîêèõ
ñòåïåíåé ÷åðåç åãî êîýôôèöèåíòû. Òåì íå ìåíåå, íåðåäêî ïðè ðàññìîòðåíèè ðÿäà çà-
äà÷ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ çíàíèÿ âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â íàëè÷èè îòíîñèòåëü-
íî ïðîñòûõ ôîðìóë äëÿ ïðÿìîãî ïðèáëèæåííîãî íàõîæäåíèÿ êîðíÿ àëãåáðàè÷åñêîãî
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óðàâíåíèÿ, âûðàæåííîãî ÷åðåç êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà. Ñóùåñòâóþùèå àëãîðèò-
ìû ïðÿìîãî ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, òàêèå
êàê, íàïðèìåð, àëãîðèòì Áåðíóëëè è r/φ -àëãîðèòì Â.È. Øìîéëîâà [1], íå âñåãäà
óäîáíû äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ íà ïðàêòèêå è íå èìåþò ðàñïðîñòðàíåíèÿ íà ñëó÷àé òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ.

Âàæíóþ ðîëü â ïîëó÷åíèè íåêîòîðûõ ïðÿìûõ àëãîðèòìîâ ïðèáëèæåííîãî íàõîæ-
äåíèÿ êîðíÿ àëãåáðàè÷åñêîãî èëè òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ïîëèíîìà èãðàåò ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà [2].

Òåîðåìà. Ïóñòü f(x) � àëãåáðàè÷åñêèé èëè òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí
êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà ñòåïåíè n âèäà

f(x) =
n∑
k=0

akx
k èëè f(x) =

n∑
k=0

(ak cos kx+ bk sin kx)

ñîîòâåòñòâåííî, è ïóñòü ðàçëîæåíèå ôóíêöèè 1/f(x) â ðÿä Òåéëîðà èìååò âèä

1

f(x)
=
∞∑
k=0

ckx
k. (1)

Òîãäà åñëè f(x) èìååò òîëüêî îäèí ìèíèìàëüíûé ïî ìîäóëþ êîðåíü, íàïðèìåð,
|x1| < |x2| 6 |x3| 6 . . . 6 |xn|, òî â ìèíèìàëüíîé ïî ìîäóëþ òî÷êå x1 ðàñõîæäåíèÿ
ðÿäà (1) ïðåäåë îòíîøåíèÿ ñîñåäíèõ ñëàãàåìûõ äàííîãî ðÿäà ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå ñ
óâåëè÷åíèåì èõ ïîðÿäêîâîãî íîìåðà, ò.å. ñïðàâåäëèâî âûðàæåíèå

lim
m→∞

cmx
m

cm+1xm+1
= 1. (2)

Ñëåäñòâèåì èç äàííîé òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ ïðè ïîìîùè ñè-
ñòåì êîìïüþòåðíîé àëãåáðû öåïî÷êè ôîðìóë äëÿ âûðàæåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ïî ìîäó-
ëþ êîðíÿ àëãåáðàè÷åñêîãî èëè òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ïîëèíîìà ÷åðåç åãî êîýôôèöè-
åíòû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè äëÿ ôèêñèðîâàííîãî m âûðàçèòü êîýôôèöèåíòû cm è
cm+1 ðÿäà (1) ÷åðåç êîýôôèöèåíòû èñõîäíîãî ìíîãî÷ëåíà f(x), òî, ó÷èòûâàÿ (2), ïî-
ëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèæåííîãî çíà÷åíèÿ ìèíèìàëüíîãî ïî ìîäóëþ
êîðíÿ óðàâíåíèÿ f(x) = 0 : x1 ≈ cm/cm+1.

Íàïðèìåð, äëÿ àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ïÿòîé ñòåïåíè âèäà x5 + ax4 + bx3 +
+ cx2 + dx+ e ïîëó÷àåì

x1 ≈
c3

c4

=
(be2 − 2cde+ d3)e

ae3 − 2bde2 − c2e2 + 3cd2e− d4
,

x1 ≈
c4

c5

= − (ae3 − 2bde2 − c2e2 + 3cd2e− d4)e

2ade3 + 2bce3 − 3bd2e2 − 3c2de2 + 4cd3e− d5 − e4
,

x1 ≈
c5

c6

=
(2ade3 + 2bce3 − 3bd2e2 − 3c2de2 + 4cd3e− d5 − e4)e

2ace4 − 3ad2e3 + b2e4 − 6bcde3 + 4bd3e2 − c3e3 + 6c2d2e2 − 5cd4e+ d6 + 2de4
.

Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå äàííûõ ôîðìóë íà êîíêðåòíîì ÷èñëîâîì ïðèìåðå. Ïóñòü

f(x) = x5 + 448x3 + 96x2−26000x+ 48000 = (x−2)(x−6)(x−10
√

5i)(x+ 10
√

5i)(x+ 8).

Íàõîäèì ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ êîðíÿ

c3/c4 ≈ 1.98641, c4/c5 ≈ 1.99694, c5/c6 ≈ 1.99861, c9/c10 ≈ 1.99998.
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Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà f(x) ÿâëÿåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ïîëèíîìîì, àíàëîãè÷íûå
ôîðìóëû äëÿ ïðèáëèæåííîãî íàõîæäåíèÿ êîðíÿ ñ ìèíèìàëüíûì ìîäóëåì òàêæå ÿâëÿ-
þòñÿ äðîáíî-àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè îò êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìà è èìåþò áîëåå
ãðîìîçäêèé âèä, ïîýòîìó â íàñòîÿùèõ òåçèñàõ ïðèâîäèòü èõ íå áóäåì, à ïðèâåäåì
òîëüêî ðåçóëüòàòû èõ ïðèìåíåíèÿ íà êîíêðåòíîì ÷èñëîâîì ïðèìåðå. Ïóñòü

f(x) = −7 + 10 cosx+ 2 sinx− 8 cos 2x+ 4 sin 2x.

Çà òî÷íîå çíà÷åíèå ìèíèìàëüíîãî ïî ìîäóëþ êîðíÿ ïðèìåì x = 0.380969569. Íèæå
ïðèâåäåíû ïîëó÷åííûå ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ:

c4/c5 ≈ 0.382303, c5/c6 ≈ 0.380551, c7/c8 ≈ 0.380941, c10/c11 ≈ 0.380969.

Ðåøåíèå ìíîãèõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè
êîýôôèöèåíòàìè âèäà

y(n)(x) + a1y
(n−1)(x) + . . . + an−1y

(1)(x) + any(x) = f(x), (3)

íàïðèìåð, T -ïåðèîäè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷è çàïèñûâàåòñÿ â ôîðìå

y(x) =

T∫
0

G(s)f(x− s) ds,

ïðè÷åì ôóíêöèÿ Ãðèíà G(s) ñîäåðæèò êîðíè õàðàêòåðè÷òè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.
Â çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ êîëåáàíèÿìè, êàê ïðàâèëî, èçâåñòíî ìíîæåñòâî èçìåíåíèÿ

êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ (3), íàïðèìåð, òàêèì ìíîæåñòâîì ìîæåò áûòü ìíîæåñòâî,
îïðåäåëÿåìîå íåðàâåíñòâàìè bj 6 aj 6 cj, 1 6 j 6 n. Òîãäà, åñòåñòâåííî, òðåáó-
åòñÿ õîòÿ áû ïðèáëèæåííî (íî àíàëèòè÷åñêè) âûðàçèòü êîðíè õàðàêòåðåñòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû, ÷òî è äåëàåòñÿ â íàñòîÿùåì äîêëàäå. Äàëåå ìîæíî
ðåøèòü çà÷à÷ó ìàêñèìèçàöèè èëè ìèíèìèçàöèè àìïëèòóäû êîëåáàíèÿ ïðè çàäàííîé
ôóíêöèè f(x) îáû÷íûìè ìåòîäàìè ìàêñèìèçàöèè èëè ìèíèìèçàöèè.
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Î ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈÈ ÊÂÀÇÈÎÄÍÎÐÎÄÍÛÕ
ÏÐÎÈÇÂÎÄÑÒÂÅÍÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ Ñ ÏÎÑÒÎßÍÍÎÉ

ÝËÀÑÒÈ×ÍÎÑÒÜÞ ÇÀÌÅÙÅÍÈß

Ã.À. Õàöêåâè÷, À.Ô. Ïðîíåâè÷

Ïðîèçâîäñòâåííûå ôóíêöèè (ÏÔ) ÿâëÿþòñÿ áàçîâûì ýëåìåíòîì ìàòåìàòè÷åñêîãî
àïïàðàòà ìîäåëèðîâàíèÿ ìèêðî- è ìàêðîýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Îñíîâíîé êëàññ
ÏÔ, èñïîëüçóåìûõ â ïðàêòè÷åñêîì ýêîíîìè÷åñêîì àíàëèçå � îäíîðîäíûå ÏÔ ñ ïî-
ñòîÿííîé ýëàñòè÷íîñòüþ çàìåùåíèÿ ôàêòîðîâ. Îäíàêî ýòîò êëàññ ÏÔ â ïîëíîé ìåðå
íå ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü ðåàëüíûå ïðîöåññû ïðîèçâîäñòâà, ÷òî ïðèâîäèò ê çàäà÷å åãî
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ðàñøèðåíèÿ â ðàçíûõ íàïðàâëåíèÿõ (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû [1�3]). Â äàííîé ðàáîòå
êëàññ îäíîðîäíûõ äâóõôàêòîðíûõ ÏÔ ñ ïîñòîÿííîé ýëàñòè÷íîñòüþ çàìåùåíèÿ ôàê-
òîðîâ îáîáùåí íà êëàññ êâàçèîäíîðîäíûõ ÏÔ.

Ãîâîðÿ î êâàçèîäíîðîäíîñòè ÏÔ, áóäåì èñõîäèòü èç ñëåäóþùåãî îïðåäåëåíèÿ [4].
Äâóõôàêòîðíóþ ïðîèçâîäñòâåííóþ ôóíêöèþ f(x1, x2) áóäåì íàçûâàòü êâàçèîäíîðîä-
íîé ñòåïåíè q ∈ R îòíîñèòåëüíî âåñîâîãî âåêòîðà g = (g1, g2) ∈ R2 \ {(0, 0)}, åñëè
âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî

f(α
g1
x1, α

g2
x2) = αqf(x1, x2) ∀(x1, x2) ∈ {(x1, x2) : x1 > 0, x2 > 0}, ∀α ∈ (0; +∞).

Îòìåòèì, ÷òî êâàçèîäíîðîäíàÿ ÏÔ ïðè g = (1, 1) ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé. Êâàçèîä-
íîðîäíîñòü îïèñûâàåò óñëîâèå èçìåíåíèÿ âûïóñêà ïðîäóêöèè ïðè èçìåíåíèè îáúåìà
êàïèòàëà è êîëè÷åñòâà òðóäà â ðàçëè÷íîå ÷èñëî ðàç. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû âû-
ðàæàåò

Òåîðåìà [5]. Ïàðàìåòðè÷åñêèé êëàññ êâàçèîäíîðîäíûõ ñòåïåíè q îòíîñèòåëüíî
âåñîâîãî âåêòîðà g = (g1, g2) äâóõôàêòîðíûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíêöèé ñ ïîñòî-
ÿííîé ýëàñòè÷íîñòüþ çàìåùåíèÿ ôàêòîðîâ ïðîèçâîäñòâà σ 6= 0 èìååò àíàëèòè÷å-
ñêèé âèä

f : (x1, x2)→ C2(x2) exp

∫
z(x1, x2) dx1, (1)

ãäå ôóíêöèÿ z îïðåäåëÿåòñÿ èç ôóíêöèîíàëüíîãî òîæäåñòâà

z
g2

(
x1z −

q

g1

)−g1(
x1z −

q

g1 − g2

)g1−g2

= C1(x2)x
−g2/σ

1 ,

à C1 è C2 � ôóíêöèè ïåðåìåííîé x2, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ ïîäñòàíîâêîé ÏÔ (1)
â ñèñòåìó óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (∂x1f = f1, ∂x2f = f2, ∂2

x2x2
f = f22,

∂2
x1x2

f = f12) :

f22 =

(
g2(g2 − g1)(σ − 1)

σq2
x2

(
f2

f

)2

+
σq + (σ − 1)(g1 − 2g2)

σq

(
f2

f

)
− 1

σx2

)
f2,

f12 =

(
2− (g1+ g2)(σ−1)

σq
+

g1(g1− g2)(σ−1)

σq2
x1

(
f1

f

)
+

g2(g2− g1)(σ−1)

σq2
x2

(
f2

f

))
f1f2

2f
.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÃÏÍÈ ¾Ýêîíîìèêà è ãóìàíèòàðíîå
ðàçâèòèå áåëîðóññêîãî îáùåñòâà¿ (ÍÈÐ ¾Ðàçðàáîòêà è ïðèìåíåíèå ýêîíîìåòðè÷åñêèõ
ìîäåëåé èíâåñòèöèîííîé ïðèâëåêàòåëüíîñòè, êîíêóðåíòîñïîñîáíîñòè è èííîâàöèîííî-
ñòè ðåãèîíîâ¿).
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ÝÊÐÀÍÈÐÎÂÀÍÈÅ ÝËÅÊÒÐÎÑÒÀÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÏÎËß
ÒÎÍÊÎÉ ÍÅÇÀÌÊÍÓÒÎÉ ÝËËÈÏÑÎÈÄÀËÜÍÎÉ ÎÁÎËÎ×ÊÎÉ
Â ÏÐÈÑÓÒÑÒÂÈÈ ÏËÎÑÊÎÑÒÈ Ñ ÊÐÓÃÎÂÛÌ ÎÒÂÅÐÑÒÈÅÌ

Ã.×. Øóøêåâè÷

Ïóñòü îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî R3 ðàçäåëåíî ïëîñêîñòüþ Γ íà äâà ïîëóïðîñòðàí-
ñòâà W è D2. Â ïîëóïðîñòðàíñòâå W íàõîäèòñÿ íåçàìêíóòàÿ èäåàëüíî òîíêàÿ îáî-
ëî÷êà S, êîòîðàÿ ðàñïîëîæåíà íà ïîâåðõíîñòè ñïëþñíóòîãî ýëëèïñîèäà âðàùåíèÿ S1

ñ öåíòðîì â òî÷êå O, ãäå a, b � áîëüøàÿ è ìàëàÿ ïîëóîñè ýëëèïñà ñîîòâåòñòâåííî.
Îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà, îãðàíè÷åííóþ ïîâåðõíîñòüþ ýëëèïñîèäà âðàùåíèÿ S1, îáîçíà-
÷èì ÷åðåç D0, òîãäà D1 = W\(D0

⋃
S1). Òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé L ñ ïëîñêîñòüþ

Γ îáîçíà÷èì ÷åðåç O1. Ïðÿìàÿ L ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó O è ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñ-
êîñòè Γ. Ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè O è O1 îáîçíà÷èì ÷åðåç h. Íà ïëîñêîñòè Γ
èìååòñÿ êðóãîâîå îòâåðñòèå Γ1 ðàäèóñà d. Â òî÷êå O ðàñïîëîæåí èñòî÷íèê ýëåêòðî-
ñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ � ýëåêòðîñòàòè÷åñêèé äèïîëü, ìîìåíò êîòîðîãî íàïðàâëåí âäîëü
îñè Oz.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ òî÷êîé O ñâÿæåì ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû, à ñ òî÷êîé
O1 � öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû.

Â ýòîì ñëó÷àå ïîâåðõíîñòü S è êðóãîâîå îòâåðñòèå Γ1 îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

S = {α = α0 = Arsh (b/c), 0 6 β 6 β0 < π, 0 6 φ 6 2π},

Γ1 = {0 6 ρ1 6 d, 0 6 φ 6 2π, z1 = 0}.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ud ïîòåíöèàë ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ äèïîëÿ, ÷åðåç Uj �
ïîòåíöèàëû âòîðè÷íîãî ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ â îáëàñòè Dj, j = 0, 1, 2.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Òðåáóåòñÿ íàéòè âòîðè÷íûå ïîòåíöèàëû Uj, j = 0, 1, 2, êî-
òîðûå óäîâëåòâîðÿþò:

1) óðàâíåíèþ Ëàïëàñà ∆Uj = 0, ãäå ∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
� îïåðàòîð Ëàïëàñà;

2) ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

(Ud(M) + U0(M))|M∈S = U1(M)|M∈S = 0, U1(M)|M∈Γ\Γ1 = 0;

3) óñëîâèþ íà áåñêîíå÷íîñòè

Uj(M)→ 0, j = 1, 2, M →∞,

ãäå M � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà îáëàñòè Dj.
Êðîìå òîãî, ïîòðåáóåì âûïîëíåíèÿ óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè ïîòåíöèàëà íà ïîâåðõ-

íîñòè ýëëèïñîèäà S1 è íåïðåðûâíîñòè ïîëÿ íà ÷àñòè ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà S1,
êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ýêðàíîì [1, 2]:

Ud(α, β) + U0(α, β) = U1(α, β), α = α0, 0 6 β 6 π,

∂

∂α
(Ud(α, β) + U0(α, β)) =

∂U1(α, β)

∂α
, α = α0, β0 < β 6 π,

à òàêæå óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè ïîòåíöèàëà íà ïëîñêîñòè Γ è íåïðåðûâíîñòè ïîëÿ
íà Γ1 [2]

U1(ρ1, z1) = U2(ρ1, z1), z1 = 0, 0 6 ρ1 <∞,



114 ¾ÅÐÓÃÈÍÑÊÈÅ ×ÒÅÍÈß�2018¿

∂

∂z1

U1(ρ1, z1) =
∂

∂z1

U2(ρ1, z1), z1 = 0, 0 6 ρ1 < d.

Ïîòåíöèàë ýëåêòðè÷åñêîãî äèïîëÿ, ìîìåíò êîòîðîãî íàïðàâëåí âäîëü îñè Oz,
ïðåäñòàâèì â âèäå [3]

Ud(r, θ) = P
cos θ

r2
= P

1

r2
P1(cos θ),

ãäå Pn(cos θ) � ïîëèíîìû Ëåæàíäðà, P � èçâåñòíàÿ âåëè÷èíà [3].
Ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è áóäåì èñêàòü â âèäå ñóïåðïîçèöèè öè-

ëèíäðè÷åñêèõ è ýëëèïñîèäàëüíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé [1, 2] òàê, ÷òîáû àâòîìà-
òè÷åñêè âûïîëíÿëîñü óñëîâèå íà áåñêîíå÷íîñòè 3).

Èñïîëüçóÿ ñîîòâåòñòâóþùèå òåîðåìû ñëîæåíèÿ äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé, ðå-
øåíèå ïîñòàâëåííîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è ñâåäåíî ê ðåøåíèþ ïàðíûõ ñóììàòîðíûõ óðàâ-
íåíèé ïî ïîëèíîìàì Ëåæàíäðà è ïàðíûì èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì ñ ÿäðîì â âèäå
ôóíêöèè Áåññåëÿ, êîòîðûå ïðåîáðàçîâàíû ê ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåä-
ãîëüìà âòîðîãî ðîäà. Âûâåäåíà ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ âòîðè÷íîãî ïîëÿ ÷åðåç ðå-
øåíèå ïîëó÷åííîé ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ðàçðàáîòàííàÿ ìåòîäèêà ìîæåò íàéòè ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå ïðè ðàçðàáîòêå è
êîíñòðóèðîâàíèè ýêðàíîâ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ òåõíèêè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãîñóäàðñòâåííîé ïðîãðàììû íàó÷-
íûõ èññëåäîâàíèé ¾Êîâåðãåíöèÿ�2020¿ (ïîäïðîãðàììà ¾Ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìî-
äåëèðîâàíèÿ ñëîæíûõ ñèñòåì¿).

Ëèòåðàòóðà

1. Øóøêåâè÷ Ã.×. Ìîäåëèðîâàíèå ïîëÿ ýëåêðîñòàòè÷åñêîãî äèïîëÿ â ïðèñóòñòâèè òîíêîé
ñïëþñíóòîé íåçàìêíóòîé ýëëèïñîèäàëüíîé îáîëî÷êè è ïëîñêîñòè // Èíôîðìàòèêà. 2017. � 2. C. 14�
23.

2. Shushkevich G.Ch. Modeling �elds in multiply connected regions in electrostatics problems. Saarbru-
cken: LAP LAMBERT Academic Publishing, 2015.

3. Àïîëëîíñêèé Ñ.Ì., Åðîôååíêî Â.T. Ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîëÿ â ýêðàíèðóþùèõ îáîëî÷êàõ. Ìí.:
Óíèâåðñèòåòñêîå, 1988.

ÂÈÇÓÀËÈÇÀÖÈß ÐÅØÅÍÈÉ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ
ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ, ÈÑÏÎËÜÇÓß PYTHON

Ã.×. Øóøêåâè÷, Ñ.Â. Øóøêåâè÷

Èñïîëüçîâàíèå êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé â îáðàçîâàíèè ÿâëÿåòñÿ âàæíûì ôàêòî-
ðîì ïîâûøåíèÿ êà÷åñòâà âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ è îáóñëàâëèâàåò èçìåíåíèå íå òîëüêî
ñïîñîáîâ ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ è èíæåíåðíî-òåõíè÷åñêèõ äèñöèïëèí, íî è
îòíîøåíèÿ ñòóäåíòîâ ê èõ èçó÷åíèþ. Ïðè òàêîì ïîäõîäå ïðåîäîëåâàþòñÿ òðóäíîñòè â
ðåøåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷, ñîâåðøåíñòâóåòñÿ óðîâåíü îáó÷åíèÿ, ïîñêîëüêó áîëü-
øå âíèìàíèÿ óäåëÿåòñÿ êà÷åñòâåííûì àñïåêòàì, ðàñøèðÿåòñÿ êðóã äîñòóïíûõ äëÿ ðå-
øåíèÿ çàäà÷, îáåñïå÷èâàåòñÿ âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèé â
íàãëÿäíîé ãðàôè÷åñêîé ôîðìå.

Âèçóàëèçàöèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîçâîëÿåò ñòóäåíòó ëó÷øå ïîíÿòü ñóòü ñëîæíûõ
ïðîöåññîâ è ÿâëåíèé, äåëàÿ íàãëÿäíûì ðåçóëüòàò èçìåíåíèÿ ðåøåíèÿ â çàâèñèìîñòè
îò çíà÷åíèé èñïîëüçóåìûõ ïàðàìåòðîâ èëè ïåðåìåííûõ.

Ñèñòåìû êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè � Matlab, Mathematica, Mathcad, Maple è
äð., � ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñîâðåìåííîå íàïðàâëåíèå â êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèÿõ,
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îáåñïå÷èâàÿ áûñòðîå è óäîáíîå ðåøåíèå ñëîæíûõ íàó÷íî-òåõíè÷åñêèõ çàäà÷. Îäíàêî
îíè èìåþò îïðåäåëåííóþ ñòîèìîñòü, ÷òî äåëàåò èõ íåäîñòóïíûìè, â ïåðâóþ î÷åðåäü,
äëÿ ñòóäåíòîâ.

Ìû ïðåäëàãàåì ðàññìîòðåòü Python êàê áåñïëàòíóþ è, ñîîòâåòñòâåííî, îáùåäî-
ñòóïíóþ ñèñòåìó äëÿ ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëåíèé è âèçóàëèçàöèè ðåçóëüòàòîâ [1]. Ìîäóëè
NumPy, SciPy ïîçâîëÿþò âûïîëíÿòü äèôôåðåíöèðîâàíèå è èíòåãðèðîâàíèå, ðåøàòü
çàäà÷è ëèíåéíîé àëãåáðû è äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Ìîäóëü Matplotlib ñîäåð-
æèò ñðåäñòâà ãðàôè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèé.

Çàäà÷è, âîçíèêàþùèå â ìîäåëèðîâàíèè, íàïðèìåð, ôèçè÷åñêèõ è áèîëîãè÷åñêèõ
ïðîöåññîâ, îïèñûâàþòñÿ îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè è äèô-
ôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ðàññìîòðèì ðåøåíèå íåêîòî-
ðûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷, èñïîëüçóÿ Python 3.6.

Ïðèìåð 1. Â ðåçóëüòàòå õèìè÷åñêîé ðåàêöèè ìåæäó âåùåñòâàìè À è Â îáðàçóåòñÿ
âåùåñòâî Ñ. Óñòàíîâèòü çàâèñèìîñòü ìàññû âåùåñòâà Ñ îò âðåìåíè, åñëè â ìîìåíò
âñòóïëåíèÿ â ðåàêöèþ ìàññû âåùåñòâ À è Â áûëè ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî a êã è b êã.
Ñêîðîñòü ðåàêöèè ïðîïîðöèîíàëüíà ïðîèçâåäåíèþ ðåàãèðóþùèõ ìàññ.

Ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè [2]

d

dt
x(t) = k(a− x(t))(b− x(t), x(0) = 0,

ãäå x(t) � êîëè÷åñòâî âåùåñòâà Ñ ÷åðåç âðåìÿ t, k � êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëü-
íîñòè, k > 0.

Ãðàôèêè ôóíêöèè x(t) äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà k, a = 0, 5 è b = 2
ïðèâåäåíû íà ðèñ. 1.
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Ðèñ. 1. Ãðàôèê ôóíêöèè x(t).

Ïðèìåð 2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ¾õèùíèê � æåðòâà¿ Ìàê-Àðòóðà îòðàæà-
åò äèíàìèêó âçàèìîäåéñòâèÿ ïîïóëÿöèé è îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé [3]

d

dt
x(t) = (1− 0, 1x(t))x(t)− x(t)y(t)

1 + αx(t)
,

d

dt
y(t) =

(
x(t)

1 + αx(t)
− 1

)
y(t),

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x(0) = 3, y(0) = 1 è α ∈ [0, 1; 0, 9]. Çäåñü x(t), y(t) �
ïëîòíîñòè ïîïóëÿöèé æåðòâ è õèùíèêîâ â ìîìåíò âðåìåíè t.
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Ãðàôèêè ôóíêöèé x(t), y(t) íà îòðåçêå äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà α = 0.1 è ôàçîâàÿ
òðàåêòîðèÿ äàííîé àâòîíîìíîé ñèñòåìû ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2, 3.
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Ðèñ. 2. Ãðàôèêè ôóíêöèé x(t), y(t). Ðèñ. 3. Ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ àâòîíîìíîé ñèñòåìû
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ
ÎÒÊÐÛÒÛÕ ÏÎÒÎÊÎÂ ÍÅÍÜÞÒÎÍÎÂÑÊÈÕ ÑÐÅÄ

Ì.Ý. Ýãëèò, À.Å. ßêóáåíêî, Ò.À. ßêóáåíêî, Þ.Ñ. Çàéêî

Ïîòîêè íåíüþòîíîâñêèõ æèäêîñòåé, ò.å. ñðåä, íàïðÿæåíèÿ â êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ
íåëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè êîìïîíåíò òåíçîðà ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé è, âîçìîæíî, äðó-
ãèõ ïàðàìåòðîâ, øèðîêî âñòðå÷àþòñÿ â ïðèðîäå è â òåõíèêå. Â ÷àñòíîñòè, ýòî ïîòîêè,
íåñóùèå âçâåøåííûå òâåðäûå ÷àñòèöû, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â ãîðíîäîáûâàþùåé,
õèìè÷åñêîé, ïèùåâîé, áóìàæíîé ïðîìûøëåííîñòè, ïðè áóðåíèè íåôòÿíûõ ñêâàæèí,
ïðè ïðîèçâîäñòâå ïîëèìåðîâ, â î÷èñòíûõ ñîîðóæåíèÿõ. Êàòàñòðîôè÷åñêèå ïîòîêè,
âîçíèêàþùèå íà ãîðíûõ ñêëîíàõ, òàêèå êàê ñíåæíûå ëàâèíû, ñåëè, îïîëçíè, ëàâîâûå
ïîòîêè, òàêæå ïðîÿâëÿþò íåíüþòîíîâñêèå ñâîéñòâà, â ÷àñòíîñòè, ìîãóò îñòàíàâëè-
âàòüñÿ íà ñêëîíàõ ñ íåíóëåâûì óêëîíîì.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ íåñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à î äâèæåíèè ñêëîíîâîãî
ïîòîêà ïî íàêëîííîé ïîâåðõíîñòè. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî åñëè êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå íà
äíå ïîòîêà äîñòèãàåò âåëè÷èíû ïðåäåëà ïðî÷íîñòè ëåæàùåãî íà ñêëîíå ìàòåðèàëà,
òî ìàòåðèàë ñêëîíà ðàçðóøàåòñÿ è âîâëåêàåòñÿ â ïîòîê. Ïðè ýòîì ïåðïåíäèêóëÿð-
íî äíó âíèç ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ôðîíò ðàçðóøåíèÿ ñêëîíîâîãî ìàòåðèàëà; ñêîðîñòü
ðàñïðîñòðàíåíèÿ ôðîíòà çàðàíåå íå èçâåñòíà. Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ðàñ-
ñ÷èòàòü êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå â ïîòîêå, êîëè÷åñòâî äîííîãî ìàòåðèàëà, âîâëåêà-
åìîãî â åäèíèöó âðåìåíè ïîñëå òîãî, êàê êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå íà äíå äîñòèãíåò
êðèòè÷åñêîé âåëè÷èíû, à òàêæå èçìåíåíèå ñêîðîñòè è òîëùèíû ïîòîêà â ðåçóëüòàòå
âîâëå÷åíèÿ äîííîãî ìàòåðèàëà. Ñêëîíîâûé ïîòîê ìîäåëèðóåòñÿ êàê íåñòàöèîíàðíûé
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ïîòîê íåëèíåéíî-âÿçêîé æèäêîñòè ñ êîýôôèöèåíòîì âÿçêîñòè, çàâèñÿùèì îò âòîðîãî
èíâàðèàíòà òåíçîðà ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé, à èìåííî, èñïîëüçóþòñÿ ðåîëîãè÷åñêèå
ñîîòíîøåíèÿ Õåðøåëÿ � Áàëêëè, êîòîðûå ïðè ðàçëè÷íîì âûáîðå êîýôôèöèåíòîâ ñî-
îòâåòñòâóþò ëèíåéíî-âÿçêîé (íüþòîíîâñêîé) æèäêîñòè, ñòåïåííîé æèäêîñòè, à òàêæå
ñðåäàì, îáëàäàþùèì ïðåäåëîì òåêó÷åñòè. Íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ñòàâèòñÿ óñëîâèå
îòñóòñòâèÿ êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ, à íà äíå � äâà óñëîâèÿ: óñëîâèå ïðèëèïàíèÿ
è óñëîâèå, çàäàþùåå âåëè÷èíó êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ íà äíå. Ïîñëåäíåå óñëîâèå
ïîçâîëÿåò íàéòè íåèçâåñòíóþ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ôðîíòà ðàçðóøåíèÿ. Ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì íåÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû ñîñòàâëåíà ïðîãðàììà è ïðîâåäåíû ñåðèè
ðàñ÷åòîâ ñ öåëüþ èçó÷èòü âëèÿíèå ðåîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ äâèæóùåéñÿ ñðåäû è çàõâà-
òà ïîäñòèëàþùåãî ìàòåðèàëà. Èññëåäîâàíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè äâèæåíèè ñ çàõâàòîì
ïî äëèííîìó îäíîðîäíîìó ñêëîíó ñêîðîñòü ïîòîêà âîçðàñòàåò. Ïðîôèëè ñêîðîñòåé â
ëàìèíàðíûõ ïîòîêàõ, îïèñûâàåìûõ ìîäåëÿìè Õåðøåëÿ � Áàëêëè, ïðè áîëüøèõ âðå-
ìåíàõ ñòàíîâÿòñÿ áëèçêèìè ê ëèíåéíûì âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì îòíîñèòåëüíî óçêîãî
ñëîÿ âáëèçè âåðõíåé ïîâåðõíîñòè ïîòîêà, à ñêîðîñòü âîâëå÷åíèÿ ñòðåìèòñÿ ê êîíñòàí-
òå. Âåëè÷èíà ýòîé êîíñòàíòû çàâèñèò îò êîýôôèöèåíòîâ, îïèñûâàþùèõ ñâîéñòâà ìà-
òåðèàëà ïîòîêà, ïðî÷íîñòè íà ñäâèã ïîäñòèëàþùåãî ìàòåðèàëà è óãëà ñêëîíà. Àñèìï-
òîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ ñêîðîñòè âîâëå÷åíèÿ è ñêîðîñòè ñäâèãà â ëèíåéíîé ÷àñòè
ïðîôèëÿ ñêîðîñòåé ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêè è ïîäòâåðæäåíû ÷èñëåííûìè ðàñ÷åòàìè.
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MODELLING OF THE NONLINEAR THERMODIFFUSION
AT MODERATE TEMPERATURES

A.J. Janavi�cius, D. Jurgaitis, S. Turskien
e

In our thesis we discuss the properties of the nonlinear thermodi�usion equation cor-
responding to the di�usion processes which occur with a �nite velocity. In earliest papers,
prof. A.J. Janavi�cius proposed the nonlinear di�usion equation with the di�usion coe�cient
directly proportional to the concentration of impurities [1]. This equation presented the
description of the pro�les of impurities introduced by X-rays irradiation at room tempe-
ratures or superdi�usion in Si crystals [2]. The heat transfer in gases can carry a greater
average kinetic energy based on nonlinear di�usion of gas molecules from hot regions to
the coldest ones with a �nite velocity by random Brownian motions. In this case the heat
transfer in gases can be described by using nonlinear thermodi�usion equation with the
nonlinear thermodi�usion coe�cient proportional to the temperature [3]

∂T

∂t
=

∂

∂x

(
Dn(T )

∂

∂x
T

)
, Dn(T ) =

K(T )

ρ · cp
=

kv√
2πd2pTe

T =
De

Te
T = DenT, (1)

where the coe�cient of thermal conductivity K(T ) depends on the diameter of molecules
d, v is mean value of molecular movement, cp is the heat capacity of gas at constant
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pressure p = nkT, ρ is density of gas, k is Boltzmann constant, Te is environment
temperature, De is the linear thermodi�usion coe�cient in environment with temperature
Te, Den is proportionality constant for nonlinear thermodi�usion function Dn(T ). The
solution of (1) T (ξ) can be realized introducing similarity variable ξ

T (ξ) = Tef(ξ), ξ =
x√

DenTet
=

x√
Det

, f(z) =
∞∑
n=0

anz
n, z = ξ − ξ0, (2)

0 6 ξ 6 ξ0, 0 6 x 6 x0, x0 = ξ0

√
DenTet = ξ0

√
Det

by using modi�ed expansion (1)

2
∂

∂z

(
f
∂

∂z
f

)
+ z

∂

∂z
f + ξ0

∂

∂z
f = 0.

The constant ξ0 de�ning a maximum of heat penetration depths x0. The obtained appro-
ximate analytical solutions T (ξ) = Tef(ξ) are presented in Table 1 f(z) = a10+a1z+a2z

2,
a0 = 1, for boundary conditions T (ξ = ξ0) = Tef(0) = Te, T (ξ = 0) = Te(−ξ0) = TS.
The de�nite pro�les of temperatures in gasses for source TS and temperature di�erences
∆T = Ts − Te are successfully applied in de�ning temperature pro�les.

∆T/Te a1 a2 ξ0

0.05 −0.446843 −0.0870491 0.114448
0.1 −0.481917 −0.090069 0.216244
0.2 −0.544857 −0.094755 0.394076

Table 1. Values of parameters a1, a2, ξ0 of solution (2).

By using thermodi�usion coe�cients for environment De = Ke/(ρ · cp) we can easily
�nd heat penetration depth x0

0 6 ξ 6 ξ0, 0 6 x 6 x0, x0 = ξ0

√
DenTet = ξ0

√
Det.
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ALGORITHMIZATION OF PROGRAMMING MOTIONS
OF A MULTICOORDINATE DISPLACEMENT SYSTEMS

S.E. Karpovich, V.U. Kuzniatsou

Common formulation of a task of the algorithmization programming motions of the
multi-coordinate systems of di�erent technological devices and space mechanisms, including
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robots, manipulators and mechatronic systems has the next describing. It is known that the
motion of the multicoordinate devices describes by the system of di�erential equations of 2
degree with the help of mechanics, for example, of Lagrange [1, 2]. Equations of the motions
can be reduced to the following form, considering the features, of the multicoordinate
systems, which have autonomously-controlled coordinate modules, that count is determined
by the need to realize a required number of degrees of freedom in three-dimensional space:

ẋi = pi(x1, . . . , xn) + bi(x1, . . . , xn)ui, i = 1, n, (1)

where x = (x1, . . . , xn) � generalized phase coordinates of the system; u = (u1, . . . , un) �
control vector; bi(x1, . . . , xn) � variable coe�cients.

The task of the algorithmization programming motions of the multicoordinate systems
of devices is to create control u = u(t, x), that can satisfy of some technical requirements
u ∈ U,U � given set in Rn, where the solution of the system (1) satis�es for additional
condition:

ωk(t, x1, . . . , xn) = 0, k = 1,m, m 6 n, (2)

thus the motion should pass on a curve or surface, determined by equations (2). The system
of equations (2) is called a program of the motion.

The task of the algorithmization programming motions can decided as the task of
a synthesis of the optimal programming motions, where the main idea is to create the
control u = u(t, x), of the motion (2) and delivers a minimum to some functional, as
it can be decided ambiguously. In the current work, the task of synthesis of the optimal
programming motions by speed, which has the goal to minimize criteria ϕ = t1 → min
on the set of system (1) solutions with phase constraints, has considered. Phase constrains
represents:

x(0) = 0, x(t1) = x1, ωi(t, x) = 0, i = 1,m.

In the same way, the task can be decided with minimum of expenditure of management
resources ϕ =

∫
‖u(t)‖2 dt→ min .

Such tasks represents the tasks of optimal control with phase constraints on the gap.
Necessary conditions of optimality in the principle form of maximum is known, i.e. such
tasks in theoretical cases is solvable. But in a practical case, the solution of such tasks
is very di�cult, as the presence of phase constraints on the whole interval [0, t1], the
optimality conditions in general, and the conjugate system in particular, contain regular
measures. The last case force to check other approaches during solving applied problems.

The algorithmization of the programming motions on the base of solving reverse dy-
namics problem, where mathematical models have took on the base common method of
creating di�erential equations by a given integral manifold of the proposed N.P. Yerugin [3],
proposed in the current work. The realization of a such approach allows to de�ne the
controlling for di�erent cases of the programming motions for the multicoordinate displa-
cement systems.
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REPLICATOR DYNAMICS FOR EVOLUTIONARY GAMES
WITH RESOURCES

A. Swierniak, M. Krzeslak, M. Kimmel

The objective of this study is to develop and apply a new mathematical model to
address the questions of importance for basic cancer research and for practice of oncology:
What is the role of diverse kinds of intervention (exposures or treatments) in the evolution
of cancer? Can proliferation acceleration make carcinogenesis more likely? Can cell killing
create conditions that enable evolution of heterogeneity and therefore increase the viability
of the cancer cell population? An important part of the problem we address is whether the
genetic heterogeneity in cancer cells exists ab initio (before diagnosis and intervention), or
it does it evolve following and as a result of the intervention. We believe, based on evidence,
that the former is the case, as stated in the following hypothesis.

Positive (stimulating) or negative (cell-killing) treatment modi�es pre-cancer and tumor
cell heterogeneity through promotion of selection of preexisting cell clones, their phenotypic
plasticity and self-organization. We are far from believing that using a new model we are
prepared to prove completely this hypothesis. Nevertheless we hope that the new approach
based on the theory of evolutionary games, gives an e�cient tool for investigation of
di�erent aspects related to the hypothesis.

We propose an extension of evolutionary game models [1] which gives possibility to
study the role of interventions in cancer evolution. More precisely we endow evolutionary
game models with changes of the phenotypes adjustment during the transient generations
within the population. These changes are performed by the parameters in the payo� matrix,
which determine the �tness (payo�, adjustment) resulting from di�erent interactions be-
tween players (taking into account both the bene�ts and costs of particular actions and
strategies). Alteration of these parameters changes them into functions that simulate
(within this model) the changes within the environment and de�ne their di�erent impacts
on the �tness. To study dynamics of changes leading to the evolutionary stable states in
this game we use standard notion of replicator dynamics [2]. Nevertheless since the entries
of the payo� matrix become functions of time the replicator dynamics is described by
di�erential equations with time-varying parameters which signi�cantly complicates their
analysis. These di�culties are related not only to possible analytical solutions but also to
the analysis of asymptotic behaviors.

For example it is not known whether the entropy Lyapunov function recommended
for analysis of stability in the case of standard replicator equations is still a good choice.
Of course everything is dependent on the predicted changes in resources, happily in our
applications these changes have rather standard form. We start with classical hawk and
dove game [3] endowed with one resource which modi�es an outcome of interaction between
two phenotypes and we demonstrate changes in replicator dynamics comparing with the
case without the external resource. Then we move to one of the simplest model of interaction
between di�erent phenotypes in cancer cell populations, the so called angiogenic game [4].
Since this game contains, similarly as the hawk and dove game only 2 phenotypes, the
replicator dynamics is described by one di�erential equation and the analysis is still rather
simple.

The last example which we consider in our is four phenotype combination of two Tom-
linson models of cancer cell interaction [4, 5]. This model without resources was considered
by us in [6]. The goal of this study is to include two resources in this model one of
which characterizes an external intervention by growth factors and the other treatment
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by cytotoxic agents. This is one of possible schemes of combined anticancer therapy and
we try to discover its e�ect on cancer population evolution.

Aknowledgement. The study was partly supported by National Science Committee,
Poland, grant 2016/21/B/ST7/02241 (AS) and by SUT, grant BK-204/Rau1/2017, t.3.

References

1. Maynard Smith J., Price G. R. The logic of animal con�ict // Nature. 1973. V. 246. P. 15�18.
2. Taylor P.D., Jonker L.B. Evolutionarily stable strategies and game dynamics // Mathematical

Biosciences. 1978. V. 40. P. 145�156.
3. Maynard Smith J. Evolution and the theory of games. Cambridge University Press, 1982.
4. Tomlinson I.P.M. Game-theory models of interactions between tumour cells // European Journal of

Cancer. 1997. V. 33. P. 1495�1500.
5. Tomlinson I.P.M., Bodmer W.F. Modeling the consequences of interactions between tumour cells

// British Journal of Cancer. 1997. V. 75. P. 157�160.
6. Swierniak A., Krzeslak M. Application of evolutionary games to modeling carcinogenesis // Mathe-

matical Biosciences and Engineering. 2013. V. 3. P. 873�911.



ÌÅÒÎÄÈÊÀ ÏÐÅÏÎÄÀÂÀÍÈß
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

Â ÂÛÑØÅÉ ØÊÎËÅ

Î ÊÓÐÑÅ ¾ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß¿ ÍÀ ÔÏÌÈ ÁÃÓ

Ë.À. Àëüñåâè÷, Â.È. Áóëàòîâ, Í.ß. Ðàäûíî

Íà ÔÏÌÈ ÁÃÓ ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ¿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñàìîñòîÿ-
òåëüíûé êóðñ, âõîäÿùèé â öèêë ôóíäàìåíòàëüíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí. Íà íå-
ãî îòâîäèòñÿ ïî 68 ÷àñîâ íà ëåêöèîííûå è ïðàêòè÷åñêèå çàíÿòèÿ, ïðîâîäèìûå ïî åäè-
íîé ïðîãðàììå â äâóõ ñåìåñòðàõ íà âòîðîì êóðñå íà òðåõ ïîòîêàõ ñïåöèàëüíîñòåé
¾Èíôîðìàòèêà¿, ¾Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà¿, ¾Àêòóàðíàÿ ìàòåìàòèêà¿, ¾Ýêîíîìè÷å-
ñêàÿ êèáåðíåòèêà¿, ¾Êîìïüþòåðíàÿ áåçîïàñíîñòü¿.

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ÷èòàþòñÿ òàêæå ñòóäåíòàì ÷åòâåðòîãî ïîòîêà ñïå-
öèàëüíîñòè ¾Ïðèêëàäíàÿ èíôîðìàòèêà¿, íî ïî äðóãîé ïðîãðàììå è ñ äðóãèì êîëè÷å-
ñòâîì ÷àñîâ.

Ëåêöèè è ïðàêòè÷åñêèå çàíÿòèÿ ïî ¾Äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì¿ íà ÔÏÌÈ
ïðîâîäÿòñÿ êàê òðàäèöèîííî (ñ ìåëîì â ðóêå), òàê è ñ èñïîëüçîâàíèåì òåõíè÷åñêèõ
ñðåäñòâ (íàïðèìåð, ñ ïðîåêòîðîì).

Íà ïåðâûõ òðåõ ïîòîêàõ âòîðîãî êóðñà â êàæäîì èç ñåìåñòðîâ ïðåäóñìîòðåí çà-
÷åò, à â êîíöå êóðñà � ýêçàìåí ïî òåîðåòè÷åñêîé ÷àñòè. Â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ òàêæå
ïðîâîäÿòñÿ ïî äâå êîíòðîëüíûå ðàáîòû è ïî äâà êîëëîêâèóìà â êàæäîì ñåìåñòðå.

Äëÿ áîëåå ýôôåêòèâíîãî ïðîâåäåíèÿ çàíÿòèé ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì
íà êàôåäðå âûñøåé ìàòåìàòèêè ÔÏÌÈ ïîäãîòîâëåíî è èçäàíî ó÷åáíîå ïîñîáèå [1],
ïðåäóñìàòðèâàþùåå òàêæå èñïîëüçîâàíèå êîìïüþòåðîâ â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ. Â íåì
ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì, òðåáóþ-
ùèå äëÿ ñâîåé ðåàëèçàöèè ïðèâëå÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ.

Îäíèì èç ïðèìåðîâ òàêèõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ è èññëåäîâàíèÿ ôàçî-
âûõ ãðàôèêîâ îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿí-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîé â [1] ïðèâåäåíû àëãîðèòìû â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ðàçëè÷íûìè ñëó÷àÿìè êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Àíàëîãè÷íûå
àëãîðèòìû èñïîëüçóþòñÿ â [1] è äëÿ èññëåäîâàíèÿ ôàçîâûõ ãðàôèêîâ îäíîðîäíûõ
ëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ âåêòîðíûõ óðàâíåíèé ðàçìåðíîñòè äâà.

Îñîáåííî ýòî àêòóàëüíî ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî âåêòîðíîãî óðàâíå-
íèÿ ñî ñòàöèîíàðíûì îïåðàòîðîì, ãäå íåîáõîäèìî âû÷èñëÿòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè áîëüøå òðåõ, ñòðîèòü åå ýêñïîíåíòó, à òàêæå íàõîäèòü ðåøå-
íèÿ çàäà÷è Êîøè ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé è ãîëîìîðôíûå ðåøåíèÿ
ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ãîëîìîðôíûìè êîýôôèöèåíòàìè è ãîëî-
ìîðôíîé íåîäíîðîäíîñòüþ.

Âîçìîæíîñòü ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ íà ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèÿõ ïî äèôôåðåíöè-
àëüíûì óðàâíåíèÿì, à òàêæå ïðè ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòå îáóñëîâëåíî íàëè÷èåì ó
êàæäîãî ñòóäåíòà ÔÏÌÈ ÁÃÓ èíäèâèäóàëüíîãî íîóòáóêà.
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ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß
È ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÅ ÒÅÕÍÎËÎÃÈÈ

Ë.À. Àëüñåâè÷, Ã.À. Ðàñîëüêî

Ïðîäóìàííàÿ ìåòîäèêà ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòèêè ïîçâîëÿåò ñî÷åòàòü îñîáåííîñòè
ìàòåìàòèêè êàê íàóêè è êàê ó÷åáíîãî ïðåäìåòà â ïðîöåññå ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêè
ñòóäåíòîâ â êëàññè÷åñêîì óíèâåðñèòåòå, ïîñêîëüêó ìàòåìàòèê îñòàåòñÿ ìàòåìàòèêîì
è òîãäà, êîãäà ïðîäóìûâàåò ìåòîäèêó ïðåïîäàâàíèÿ. Ïîÿñíèì äàííûé òåçèñ.

Ïðè èíòåãðèðîâàíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèÿõ âñå
ìåòîäû è ïîäõîäû ëåãêî àëãîðèòìèçèðóþòñÿ. À ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîçâîëÿåò â õîäå
ïîñòðîåíèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ èëè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè èñïîëüçîâàòü ñèñòåìû êîì-
ïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè (ÑÊÌ).

Àâòîðàìè äîêëàäà èçäàíî ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêîå ïîñîáèå [1], â êîòîðîì ïðèâåäåíà
ìåòîäèêà èñïîëüçîâàíèÿ ÑÊÌ MathCad â ðàññìàòðèâàåìîì êóðñå. Íà áàçå [1] è [2]
èçäàíî ó÷åáíîå ïîñîáèå [3].

ÑÊÌ MathCad ïðåäîñòàâëÿåò ïîëüçîâàòåëþ øèðîêèå âîçìîæíîñòè ïî èñïîëüçîâà-
íèþ âñòðîåííûõ îïåðàòîðîâ (çàäàíèå ïåðåìåííûõ, ôóíêöèé, ñèñòåì, ðåøåíèþ ÑËÀÓ
è ò.ä.), à òàêæå ïî ñîçäàíèþ ñîáñòâåííûõ ïîñðåäñòâîì ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïðèìåíå-
íèå ÑÊÌ ïðè âûïîëíåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäàíèé ïîçâîëÿåò ñèñòåìàòèçèðîâàòü èçó÷à-
åìûé ìàòåðèàë, ðàññìàòðèâàòü ÷àñòíóþ çàäà÷ó êàê ÷àñòü îáùåé, ïîñðåäñòâîì çàäàíèÿ
êîíêðåòíûõ äàííûõ â îáùèé àëãîðèòì. Ïðîèëëþñòðèðóåì ñêàçàííîå íà ïðèìåðå ïî-
ñòðîåíèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Dx = Ax, ãäå A � ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà (ñì. [1,
ñ. 182; 3, ñ. 98]). Îòìåòèì, ÷òî âñå òðåáóåìûå äàëåå òåîðåìû è ôîðìóëû ïðèâåäåíû â
íà÷àëå êàæäîãî ðàçäåëà â êðàòêî èçëîæåííîì òåîðåòè÷åñêîì ìàòåðèàëå.

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ:

1. Ñîñòàâèòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå det (A− vE) = 0.

2. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A.

3. Îïðåäåëèòü ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû A (òåî-
ðåìà).

4. Îïðåäåëèòü ÷èñëî êëåòîê æîðäàíà â æîðäàíîâîé ôîðìå ìàòðèöû (òåîðåìà).

5. Óñòàíîâèòü ðàçìåðíîñòü êëåòîê Æîðäàíà ïî ôîðìóëå.

6, Çàïèñàòü ìàòðèöó Æîðäàíà J.

7. Íàéòè ñîáñòâåííûå âåêòîðû a0k, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì vk
(òåîðåìà), êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû (A− vkE)a0k = 0.

8. Íàéòè ïðèñîåäèíåííûå âåêòîðû, åñëè ýòî íåîáõîäèìî, ê ñîáñòâåííîìó âåêòîðó al
ñ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì vl, ðåøèâ íåîäíîðîäíóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó (A−vlE)al =
= al−1, 1 6 l 6 p− 1, ãäå p− ðàçìåðíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåé êëåòêè Æîðäàíà.

9. Âûïèñàòü ìàòðèöó S (òåîðåìà).

10. Íàéòè îáðàòíóþ ìàòðèöó S−1.

11. Ïîñòðîèòü ìàòðèöó eJt, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó.

12. Íàéòè eAt = SeJtS−1.

13. Âûïèñàòü îáùåå ðåøåíèå x(t) = SeJtS−1C.

Äàëåå â çàäàíèè óêàçûâàåòñÿ êîíêðåòíàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû è ïîñëå çàïóñêà Math-
Cad âûïîëíåíèå çàäàíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ â åãî ñðåäå (ñì. [3, ñ. 101]). Îòìåòèì, ÷òî â
[1, 3] â ïðèëîæåíèè ïðèâåäåí êðàòêèé ñïðàâî÷íèê ïî èñïîëüçîâàíèþ ÑÊÌ MathCad.
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ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅ ÌÅÒÎÄÀ ÈÇÎÊËÈÍ
Â ÊÓÐÑÅ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

È.Â. Áåëüêî, Í.Â. Äåíèñåíêî

Ïðè èçó÷åíèè âûñøåé ìàòåìàòèêè â ÂÓÇàõ íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü áàçîâûé ìàòå-
ìàòè÷åñêèé óðîâåíü. Íàïðèìåð, äëÿ àãðàðíî-òåõíè÷åñêèõ è ýêîíîìè÷åñêèõ ñïåöèàëü-
íîñòåé íå òðåáóåòñÿ ñàìûé âûñîêèé óðîâåíü èçëîæåíèÿ ìàòåìàòèêè. Ïîýòîìó îñîáåí-
íî âàæíûì ÿâëÿþòñÿ íàãëÿäíîñòü, íàïðàâëåííîñòü è ïðîñòîòà. Ïðè èçó÷åíèè ðàç-
äåëà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÄÓ) îñíîâíûå ïîíÿòèÿ ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî
ñëîæíûìè. Èõ óñâîåíèå òðåáóåò çíàíèÿ ðàçäåëîâ äèôôåðåíöèàëüíîãî è èíòåãðàëü-
íîãî èñ÷èñëåíèé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èñïîëüçîâàíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðåøåíèé
ÄÓ ïîçâîëÿåò ãëóáæå ïîíèìàòü îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïèñûâàòü êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà
ðåøåíèé è èõ îñîáåííîñòè. Îäíèì èç ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé ÄÓ, èñïîëüçóþùèì
èõ ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà, ÿâëÿåòñÿ ìåòîä èçîêëèí äëÿ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà,
ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé. Íà îñíîâå ýòîãî ìåòîäà ìîæíî ïðèáëèæåííî
ñòðîèòü èíòåãðàëüíûå êðèâûå, âûäåëÿòü îñîáûå ðåøåíèÿ è èíòåðïðåòèðîâàòü îñíîâ-
íûå ïîíÿòèÿ.

Äëÿ ïðèìåðà ìû ðàññìàòðèâàåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå y′ = y2/xy − 8.
Äëÿ òî÷åê ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòàìè (x, y), x ∈ [0, 10], y ∈ [0, 10], è ñ øàãîì 1, ìû
ñòðîèì èçîêëèíû. Èíòåãðàëüíûå êðèâûå äàííîãî óðàâíåíèÿ ñòðîÿòñÿ êàê îãèáàþùèå
ñåìåéñòâà èçîêëèí (ñì. ðèñóíîê).

Ðèñóíîê.

Íà ðèñóíêå ïðèâåäåíû ãðàôèêè ïîëó÷åííûõ èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ. Ýòè êðèâûå
ïåðåñåêàþò âåðòèêàëüíî âåòâü ãèïåðáîëû xy = 8 è ãîðèçîíòàëüíî � îñü Ox, êîòîðàÿ
òàêæå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé.
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¾ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß¿ È ¾ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ
ÀÍÀËÈÇ¿ ÍÀ ÊÀÔÅÄÐÅ ÂÛÑØÅÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ ÔÏÌÈ

ÁÅËÃÎÑÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒÀ

Â.È. Áóëàòîâ, Î.À. Êàñòðèöà, Ñ.À. Ìàçàíèê

Èçó÷åíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òðåáóåò çíàíèÿ îñíîâ äèñöèïëèí àíàëè-
òè÷åñêîãî öèêëà, îäíîé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç¿. Ìîæíî âû-
äåëèòü äâå ñòîðîíû ñëîæèâøåéñÿ èñòîðè÷åñêè âçàèìíîé ñâÿçè ó÷åáíûõ äèñöèïëèí
¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ¿ è ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç¿. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ðàç-
äåë ìàòåìàòèêè, ïîñâÿùåííûé èçó÷åíèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïîÿâèëñÿ
êàê ÷àñòü ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà â ðåçóëüòàòå ðàçâèòèÿ ñïåöèôè÷åñêèõ ìåòîäîâ èñ-
ñëåäîâàíèÿ çàäà÷, îïèñûâàåìûõ ôóíêöèîíàëüíûìè óðàâíåíèÿìè, ñîäåðæàùèìè ïðî-
èçâîäíûå è äèôôåðåíöèàëû íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé. Äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ òðå-
áóåòñÿ òàêæå çíàíèå òàêîãî ðàçäåëà ¾Ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà¿, êàê èíòåãðàëüíîå
èñ÷èñëåíèå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îäíîé èç öåëåé, ïðåñëåäóåìûõ ïðè èçëîæåíèè ìàòåìà-
òè÷åñêîãî àíàëèçà èëè åãî ðàçäåëîâ â ðàìêàõ ó÷åáíîé äèñöèïëèíû ¾Âûñøàÿ ìàòåìà-
òèêà¿, ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèå ó ñòóäåíòîâ íàâûêîâ ïîñòðîåíèÿ è èçó÷åíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ
ìîäåëåé åñòåñòâåííûõ ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ â ðàçëè÷íûõ ïðåäìåòíûõ íàó÷íûõ
è ïðàêòè÷åñêèõ îáëàñòÿõ (â ôèçèêå, òåõíèêå, ýêîíîìèêå, áèîëîãèè è äð.). Ïðè ïî-
ñòðîåíèè ìîäåëåé äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, êàê ïðàâèëî, ïîÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîäíûå, è
òàêàÿ ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðóþ ñîâîêóïíîñòü äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé (äèôôåðåíöèàëüíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü), òðåáóþùèõ äëÿ ñâîåãî ðåøåíèÿ
çíàíèÿ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Áîëüøîå êîëè÷åñòâî òàêîãî
ðîäà ìîäåëåé ïðåäñòàâëåíû â [1].

Íà êàôåäðå âûñøåé ìàòåìàòèêè ÁÃÓ ïîäãîòîâëåíû è èçäàíû ó÷åáíûå ïîñîáèÿ
[2�6], â êîòîðûõ íàðÿäó ñ îñíîâàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ðàññìîòðåí ðÿä ïðèìå-
ðîâ ïîñòðîåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Òàê â [2] ðàññìàòðèâà-
åòñÿ çàäà÷à î âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ â ñðåäå áåç ñîïðîòèâëåíèÿ. Â [3] ðàññìàòðè-
âàþòñÿ ìîäåëè çàäà÷ î ðàñïàäå ðàäèîàêòèâíîãî âåùåñòâà, îá èçìåíåíèè ÷èñëåííîñòè
íàñåëåíèÿ, îá èçìåíåíèè áèîëîãè÷åñêîé ïîïóëÿöèè â óñëîâèÿõ êîíêóðåíòíîé áîðüáû,
îá èñòå÷åíèè æèäêîñòè. Â [4] ðàññìîòðåíà ìîäåëü çàäà÷è îá èçìåíåíèè ñòðóêòóðû äå-
íåæíîé ìàññû, à òàêæå ïðîâîäèòñÿ ïîñòðîåíèå è èññëåäîâàíèå ìîäåëè ðàâíîâåñíîãî
ðûíêà. Â [5, 6] ìåòîäû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èñïîëüçîâàíû ïðè âû÷èñëåíèè
èíòåãðàëîâ Äèðèõëå è Ëàïëàñà.

Íà íàø âçãëÿä, ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä ïðè ïðåïîäàâàíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé è ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà äàåò ñòóäåíòàì âîçìîæíîñòü ãëóáæå óñâàèâàòü çíà-
íèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçäåëîâ ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè.
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ÏÐÈÌÅÐ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÉ ÌÎÄÅËÈ ÏÐÈ ÏÎÄÃÎÒÎÂÊÅ
ÊÓÐÑÀÍÒÎÂ Ê ÎËÈÌÏÈÀÄÅ ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

Ì.Í. Âàñèëåâè÷, Â.È. ßøêèí

Íà Íàöèîíàëüíîì ýòàïå Ìåæäóíàðîäíîé îëèìïèàäû êóðñàíòîâ îáðàçîâàòåëüíûõ
îðãàíèçàöèé âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ ó÷èòûâàëàñü ïðîôåññèîíàëüíàÿ íàïðàâëåííîñòü
ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêè. Êàê èçâåñòíî, òåîðèÿ èãð ïîìîãàåò âûáðàòü ëó÷øèå ñòðà-
òåãèè ñ ó÷åòîì ïðåäñòàâëåíèé î äðóãèõ ó÷àñòíèêàõ, èõ ðåñóðñàõ è èõ âîçìîæíûõ ïî-
ñòóïêàõ. Â ñâÿçè ñ ýòèì íåêîòîðûå âîïðîñû òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ðàññìàòðèâàëèñü â ñôåðå ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà
ïðèâåäåì äèôôåðåíöèàëüíóþ ìîäåëü òåîðèè èãð, êîòîðàÿ äàåò âîçìîæíîñòü ðàçâèòü
óìåíèÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ÎÄÓ.

Ðàçâåä÷èêà îêðóæèëè øåñòü åãåðåé. Åãåðÿ ðàñïîëîæèëèñü â âåðøèíàõ ïðàâèëü-
íîãî øåñòèóãîëüíèêà, à ðàçâåä÷èê íàõîäèòñÿ â öåíòðå ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà.
Ðàçâåä÷èê ìîæåò ïåðåäâèãàòüñÿ ñî ñêîðîñòüþ 5 êì/÷, à åãåðÿ � 4 êì/÷. Ðàçâåä÷èê èç
ðàäèîïåðåõâàòà óçíàë, ÷òî íà÷àëüíèê åãåðåé îòäàë ïðèêàç äâèãàòüñÿ ïðÿìî íà ðàç-
âåä÷èêà. Êàê ðàçâåä÷èê ìîæåò óéòè îò ïîãîíè?

Îáîçíà÷èì ÷åðåç t âðåìÿ â ÷àñàõ. Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ðàçâåä÷èê íàõî-
äèëñÿ â öåíòðå ñèììåòðèè øåñòèóãîëüíèêà, êîòîðûé ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò.
Â ìîìåíò âðåìåíè t ðàçâåä÷èê áóäåò íàõîäèòñÿ â òî÷êå B ñ êîîðäèíàòàìè (0, 5t), à
áëèæàéøèé åãåðü â òî÷êå C(x, y), x = x(t), y = y(t).

Âåêòîð ñêîðîñòè åãåðÿ

~v =

(
dx

dt
,
dy

dt

)
, ~v ‖

−−→
CB,

ãäå
−−→
CB = (0− x, 5t− y). Òîãäà

dx

dt
· 1

−x
=
dy(t)

dt
· 1

5t− y(t)
,

dx

dt
·
(
y(t)− 5t

)
=
dy(t)

dt
· x. (1)

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è |~v| = 4. Òàêèì îáðàçîì,
√
x2 + y2 = 4.

Ïóñòü u =
x

y − 5t
. Òîãäà y − 5t =

x

u
è èç (1) ñëåäóåò

1

u
· dx
dt

=
dy

dt
.

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

x

u2
· du
dt

= 5;
du

dt
=

5u2

x
.

Òàêèì îáðàçîì,

y(t) = ±
∫

1− C2x2

2Cx
dx = ± 1

2C
ln |x| ∓ C

4
x2 +

C1

2
. (2)

Èç (2) ñëåäóåò, ÷òî y(t) → +∞ ïðè x → 0, ïîýòîìó åãåðü íèêîãäà íå äîñòèãàåò
îñè Oy, ÷òî îçíà÷àåò � íå äîãîíèò ðàçâåä÷èêà. Òàê êàê x 6= 0, òî åñòü ðàçâåä÷èê
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íå íàõîäèòñÿ íà îñè Oy. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîãî âûáîðà è ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ åãåðåé ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè óñëîâèè îïîâåùåíèÿ î äâèæåíèè åãåðÿ, îí âñåãäà ïðè
óêàçàííûõ íà÷àëüíûõ ñêîðîñòÿõ âûéäåò èç îêðóæåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ðàçâåä÷èê âñåãäà ìîæåò óéòè îò îêðóæåíèÿ, åñëè åãåðÿ íå íàïðàâ-
ëåíû íà íåãî ïðè óêàçàííûõ ñêîðîñòÿõ.

ÎÁ ÎÄÍÎÌ ÌÅÒÎÄÅ ÍÀÕÎÆÄÅÍÈß ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È ÊÎØÈ

Ì.À. Ãëåöåâè÷, Î.À. Êîíîíîâà

Öåëüþ äàííûõ òåçèñîâ ÿâëÿåòñÿ èçëîæåíèå ñïîñîáà íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî
ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè c ïîìîùüþ òåîðåìû Ïèêàðà íà ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèÿõ ïî êóðñó
¾Äèôôåðåíöèàëüíûå è èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ¿ íà ôèçè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ÁÃÓ.

Òåîðåìà Ïèêàðà óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(x, y) â îáëàñòè D = {(x, y) : |x−
− x0| 6 a, |y − y0| 6 b} óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì: 1) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà, à ñëå-
äîâàòåëüíî, îãðàíè÷åíà: ∃M : |f(x, y)| 6 M ; 2) |f(x, y2) − f(x, y1)| 6 L|y2 − y1|, ãäå
L -ïîñòîÿííàÿ, (x, y1) è (x, y2) ïðèíàäëåæàò îáëàñòè D (óñëîâèå Ëèïøèöà), òî ñóùå-
ñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè y′ = f(x, y), y(x0) = y0, îïðåäåëåííîå è
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå â îáëàñòè |x−x0| 6 h, ãäå h = min(a, b/M). Ðåøåíèå
çàäà÷è Êîøè ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû Ïèêàðà íàõîäèòñÿ êàê ïðåäåë ïðè
n → ∞ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé {yn}, îïðåäåëåííûõ
ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì

y0(x) = y0, yn(x) = y0 +

x∫
x0

f(t, yn−1(t)) dt, n = 1, 2, 3, . . .

Îöåíêà ïîãðåøíîñòè, ïîëó÷åííîé ïðè çàìåíå òî÷íîãî ðåøåíèÿ y(x) ïðèáëèæåííûì
yn(x) âûðàæàåòñÿ íåðàâåíñòâîì |y(x) − yn(x)| 6 M Ln hn+1/(n+ 1)!. Íà ïðàêòè÷å-
ñêèõ çàíÿòèÿõ ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèìåðû, â êîòîðûõ óñëîâèå Ëèïøèöà ðàâíîñèëüíî
îãðàíè÷åííîñòè ïðîèçâîäíîé ∂f/∂y â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè.

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ïðèìåðû, ïðåäëàãàåìûå íà ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèÿõ.
Ïðèìåð 1. Äëÿ çàäà÷è Êîøè

y′ = x2 + y2, y(0) = 0

â îáëàñòè D = {(x, y) : |x| 6 1, |y| 6 1} íàéòè y1(x), y2(x), y3(x), ñäåëàòü îöåíêó
|y(x)− y3(x)|.

Ðåøåíè å. Íàéäåì íåîáõîäèìûå ôóíêöèè ñîãëàñíî ïðèâåäåííûì âûøå ðåêóððåíò-
íûì ôîðìóëàì:

y0(x) = 0, y1(x) =

x∫
0

t2 dt =
x3

3
, y2(x) =

x∫
0

(
t2 +

(
t3

3

)2)
dt =

x3

3
+
x7

63
,

y3(x) =

x∫
0

(
t2 +

(
t3

3
+
t7

63

)2)
dt =

x3

3
+
x7

63
+

2x11

2079
+

x15

59235
.
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîâåñòè îöåíêó |y(x)− y3(x)|, âû÷èñëèì

M = max
D
|x2 + y2| = 2, h = min(1, 1/2) = 1/2, L = max

D
|2y| = 2.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì, ÷òî íà îòðåçêå |x| 6 1/2

|y(x)− y3(x)| 6 ML3h4

4!
=

1

24
.

Ïðèìåð 2. Äëÿ çàäà÷è Êîøè

y′ = y2 − 3x2 − 1, y(0) = 1.

â îáëàñòè D = {(x, y) : |x| 6 1
2
, |y − 1| 6 1} íàéòè y1(x), y2(x)), ñäåëàòü îöåíêó |y(x)−

− y2(x)|.
Ðåøåíè å. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïðèìåðó, ïîëó÷èì:

y0(x) = 1, y1(x) = 1 +

x∫
0

(−3t2) dt = 1− x3,

y2(x) = 1 +

x∫
0

((1− t3)2 − 3t2 − 1) dt = 1− x3 − x4

2
− x7

7
.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîâåñòè îöåíêó |y(x)− y2(x)|, âû÷èñëèì

M = max
D
|y2 − 3x2 − 1| = 3, h = min(1/2, 1/3) = 1/3, L = max

D
|2y| = 4.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì, ÷òî íà îòðåçêå |x| 6 1/3 èìååò ìåñòî îöåíêà

|y(x)− y2(x)| 6 ML2h3

3!
=

8

27
.

Ïðèìåð 3. Äëÿ çàäà÷è Êîøè

y′ = y + ey, y(0) = 1.

â îáëàñòè D = {(x, y) : |x| 6 1, |y − 1| 6 1} íàéòè y1(x), y2(x), ñäåëàòü îöåíêó
|y(x)− y2(x)|.

Ðåøåíè å. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïðèìåðó, ïîëó÷èì:

y0(x) = 1, y1(x) = 1 + (1 + e)

x∫
0

dt = 1 + (1 + e)x,

y2(x) = 1 +

x∫
0

(1 + (1 + e)t+ e1+(1+e)t) dt =
1

1 + e
+ x+

(1 + e)x2

2
+
e1+(1+e)x

1 + e
.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîâåñòè îöåíêó |y(x)− y2(x)|, âû÷èñëèì

M = max
D
|y + ey| = 2 + e2, h = min

(
1,

1

2 + e2

)
=

1

2 + e2
, L = max

D
|1 + ey| = 1 + e2.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì, ÷òî íà îòðåçêå |x| 6 1/(2 + e2) èìååò ìåñòî îöåíêà

|y(x)− y2(x)| 6 ML2h3

3!
=

(1 + e2)
2

6 (2 + e2)2 .
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Î ÑÏÅÖÈÔÈÊÅ ÐÀÑÑÌÎÒÐÅÍÈß
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÌÎÄÅËÅÉ

È.À. Ãîëóáåâà, Î.À. Ìîðîç

Ìåòîäèêà ïðîâåäåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé äëÿ ñòóäåíòîâ èíæåíåðíî-ñòðîèòåëü-
íûõ ñïåöèàëüíîñòåé äîëæíà, ïðåæäå âñåãî, ó÷èòûâàòü îñíîâíûå öåëè ìàòåìàòè÷åñêîé
ïîäãîòîâêè ñòóäåíòîâ: óâåðåííîå îâëàäåíèå ÿçûêîì ìàòåìàòèêè, âûðàáîòêà óñòîé÷è-
âûõ íàâûêîâ ðåøåíèÿ ôîðìàëüíûõ çàäà÷, à òàêæå ïðèîáðåòåíèå íà÷àëüíûõ íàâûêîâ
ïðèìåíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà ïðè ðåøåíèè ïðèêëàäíûõ çàäà÷ èíæåíåðíî-
ñòðîèòåëüíîãî ñîäåðæàíèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå äîëæíî âêëþ÷àòü â
ñåáÿ äâà îáÿçàòåëüíûõ ýëåìåíòà: îïðîñ ñòóäåíòîâ ïî ëåêöèîííîìó ìàòåðèàëó, ñâÿçàí-
íîìó ñ òåìîé ïðàêòè÷åñêîãî çàíÿòèÿ, è ðåøåíèå çàäà÷.

Ðåøåíèå çàäà÷ íà ïðàêòè÷åñêîì çàíÿòèè äîëæíî ïðåñëåäîâàòü ñëåäóþùèå öåëè:
îñâîåíèå è áîëåå ãëóáîêîå ïîíèìàíèå òåîðåòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà, èçëîæåííîãî íà ëåê-
öèè, âûðàáîòêà óñòîé÷èâûõ ïðàêòè÷åñêèõ íàâûêîâ èñïîëüçîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ
òåîðåì, ìåòîäîâ è ôîðìóë, à òàêæå çíàêîìñòâî ñ ïðèêëàäíûìè àñïåêòàìè èçó÷àåìîãî
ìàòåðèàëà. Ïåðâûå äâå öåëè äîñòèãàþòñÿ ðåøåíèåì äîñòàòî÷íî áîëüøîãî êîëè÷åñòâà
ôîðìàëüíûõ çàäà÷, òðåòüÿ öåëü � ðåøåíèåì çàäà÷ ïðèêëàäíîãî õàðàêòåðà, ñâÿçàííûõ
êàê ñ îáùåòåõíè÷åñêèìè äèñöèïëèíàìè, òàê è ñ áóäóùåé ñïåöèàëüíîñòüþ ñòóäåíòîâ.

Çàäà÷è ïðèêëàäíîãî õàðàêòåðà äîëæíû áûòü òùàòåëüíî âûâåðåíû, ÷òîáû ïîëó-
÷åííûå ðåçóëüòàòû èìåëè ðåàëüíîå ñîäåðæàíèå è íå âûçûâàëè íåäîóìåíèÿ ó ñòóäåí-
òîâ. Êðîìå òîãî, òàêèå çàäà÷è äîëæíû îáÿçàòåëüíî ñîïðèêàñàòüñÿ ñ òåìè îáùåòåõíè-
÷åñêèìè è ñïåöèàëüíûìè êóðñàìè, êîòîðûå èçó÷àþòñÿ ñòóäåíòàìè äàííîé ñïåöèàëü-
íîñòè (çàäà÷è ïî êâàíòîâîé ìåõàíèêå âðÿä ëè âûçîâóò áîëüøîé èíòåðåñ ó ñòóäåíòîâ
ñòðîèòåëüíîãî ôàêóëüòåòà). À ýòî òðåáîâàíèå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî òîëüêî ïðè óñòà-
íîâëåíèè òåñíûõ ìåæïðåäìåòíûõ ñâÿçåé.

Ïîñëå ðåøåíèÿ ôîðìàëüíûõ çàäà÷ ïî òåìå ¾Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà¿ ïðîâîäèòñÿ çàâåðøàþùåå çàíÿòèå ïî ïðèìåíåíèþ ýòèõ
óðàâíåíèé ê ðåøåíèþ çàäà÷ ãåîìåòðèè, ìåõàíèêè, ãèäðàâëèêè, è òàê äàëåå. Íàïðèìåð,
ðàññìîòðèì çàäà÷ó èç êóðñà òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè:

Çàäà÷à. Ìîòîðíàÿ ëîäêà äâèæåòñÿ â ñïîêîéíîé âîäå ñî ñêîðîñòüþ v0 = 20 êì/÷.
Íà ïîëíîì õîäó åå ìîòîð âûêëþ÷àåòñÿ è ÷åðåç 40 ñ ïîñëå ýòîãî ñêîðîñòü ëîäêè óìåíü-
øàåòñÿ äî v1 = 8 êì/÷. Ñîïðîòèâëåíèå âîäû ïðîïîðöèîíàëüíî ñêîðîñòè äâèæåíèÿ
ëîäêè. Îïðåäåëèòü ñêîðîñòü ëîäêè ÷åðåç 2 ìèí ïîñëå îñòàíîâêè ìîòîðà.

Ð åø å í è å. Íà äâèæóùóþñÿ ëîäêó äåéñòâóåò ñèëà F = −kv, ãäå k � êîýôôè-
öèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè. Ïî çàêîíó Íüþòîíà ñèëà ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ìàññû íà

óñêîðåíèå F = m
dv

dt
, îòêóäà äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ

m
dv

dt
= −kv (1)

Î÷åâèäíî, ÷òî
dv

v
= − k

m
dt èëè ln v = − k

m
t+C1. Ïîòåíöèðóÿ, ïîëó÷èì îáùåå ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ (1):
v = e−kt/mt+ C1 = eC1e−kt/m = Ce−kt/m.

Íà÷àëüíîå óñëîâèå: ïðè t = 0 ñêîðîñòü v = 20 êì/÷. Îòêóäà 20 = Ce−k·0/m; C = 20.
Òîãäà îáùèé çàêîí äâèæåíèÿ äëÿ äàííûõ óñëîâèé çàäà÷è

v = 20e−kt/m. (2)
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Äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå óêàçûâàåò, ÷òî ïðè t = 40 c = 1/90 ÷ ñêîðîñòü ëîäêè ñîñòàâ-

ëÿåò 8 êì/÷. Îòñþäà 8 = 20e−
k
m
· 1
90 èëè ek/m = (5/2)90. Ïîäñòàâëÿÿ ÷èñëîâûå äàííûå

çàäà÷è â íàéäåííûé çàêîí äâèæåíèÿ (2), ó÷èòûâàÿ ïðè ýòîì, ÷òî t = 2ìèí = 1/30 ÷,
ïîëó÷èì

v = 20

((
5

2

)90)−1/30

= 20

(
5

2

)−3

= 20

(
5

2

)−3

=
32

25
≈ 1, 28.

Èòàê, ñêîðîñòü ëîäêè ñïóñòÿ 2 ìèí ñíèçèòñÿ äî âåëè÷èíû 1,28 êì/÷. Òàêèì îáðà-
çîì, íà ïðèìåðàõ èç ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé çíàíèé ïîêàçûâàåòñÿ âîçìîæíîñòü è âàæ-
íîñòü èñïîëüçîâàíèÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Î ÏÐÅÏÎÄÀÂÀÍÈÈ ÐÀÇÄÅËÀ ÂÛÑØÅÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ
¾ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß¿

ÍÀ ÔÀÊÓËÜÒÅÒÅ ÂØÓÁ ÁÃÝÓ

Í.Â. Äåíèñåíêî, Ñ.Â. Ìàéîðîâñêàÿ

Ôàêóëüòåò ¾Âûñøàÿ øêîëà óïðàâëåíèÿ è áèçíåñà¿ (ÂØÓÁ) ÿâëÿåòñÿ âåäóùèì
ôàêóëüòåòîì Áåëîðóññêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî ýêîíîìè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà â îáëàñòè
çàî÷íîé è äèñòàíöèîííîé ïîäãîòîâêè ñïåöèàëèñòîâ ñ âûñøèì îáðàçîâàíèåì. Ôàêóëü-
òåò îñóùåñòâëÿåò îáó÷åíèå ïî ñïåöèàëüíîñòÿì ¾ìèðîâàÿ ýêîíîìèêà¿; ¾ôèíàíñû è
êðåäèò¿; ¾ýêîíîìèêà è óïðàâëåíèå íà ïðåäïðèÿòèè¿; ¾áóõãàëòåðñêèé ó÷åò, àíàëèç
è àóäèò¿; ¾ëîãèñòèêà¿; ¾áèçíåñ-àäìèíèñòðèðîâàíèå¿; ¾ïðàâîâåäåíèå¿. Ñòóäåíòû âñåõ
óêàçàííûõ ñïåöèàëüíîñòåé, êðîìå ñïåöèàëüíîñòè ¾ïðàâîâåäåíèå¿, íà ïåðâîì ãîäó îáó-
÷åíèÿ èçó÷àþò ïðåäìåò ¾Âûñøàÿ ìàòåìàòèêà¿, îäíèì èç âàæíåéøèõ ðàçäåëîâ êîòî-
ðîãî ÿâëÿåòñÿ ðàçäåë ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ¿. Ñòóäåíòû ÂØÓÁ óæå èìåþò,
ïî êðàéíåé ìåðå, îäíî âûñøåå îáðàçîâàíèå, ïðè÷åì áîëåå ïîëîâèíû èõ íèõ ÿâëÿþòñÿ
äèïëîìèðîâàííûìè ñïåöèàëèñòàìè ïî òåõíè÷åñêèì ñïåöèàëüíîñòÿì, à çíà÷èò, îñíîâà-
òåëüíî çíàêîìû ñ äèñöèïëèíîé ¾Âûñøàÿ ìàòåìàòèêà¿. Â ñâÿçè ñ ýòèì òðàäèöèîííîå
èçëîæåíèå ðàçäåëà ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ¿ ïî ñõåìå ¾ëåêöèÿ � ñåìèíàð¿,
ïðè êîòîðîì âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ïðàêòè÷åñêèì ïðèìåíåíèåì èçëàãàåìîãî ìàòåðèà-
ëà, îñâåùàþòñÿ ñëàáî èëè âîâñå îñòàþòñÿ íå îñâåùåííûìè, ïðåäñòàâëÿåòñÿ èì ìàëî-
èíòåðåñíûì. Íà ïåðâûé ïëàí âûõîäèò ñâÿçü èçó÷àåìîãî ìàòåðèàëà ñ ìàòåìàòè÷åñêèì
ìîäåëèðîâàíèåì â ýêîíîìèêå. Òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äàåò óãëóáëåí-
íîå ïîíèìàíèå ýâîëþöèè ïðîöåññîâ ðàçíîé ïðèðîäû è ñëóæèò ñðåäñòâîì äëÿ ïîñòðî-
åíèÿ èõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Ê ìîäåëÿì, áàçèðóþùèìñÿ íà äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèÿõ, îòíîñÿòñÿ ìîäåëü åñòåñòâåííîãî ðîñòà âûïóñêà ïðîäóêöèè, ìîäåëü ðûí-
êà ñ ïðîãíîçèðóåìûìè öåíàìè, äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü Êåéíñà, ìîäåëü Ñàìóåëüñîíà �
Õèêñà, ìîäåëü Ôåðõþëüñòà ðîñòà âûïóñêà ïðîäóêöèè â óñëîâèÿõ êîíêóðåíöèè, ìî-
äåëü Ýâàíñà óñòàíîâëåíèÿ ðàâíîâåñíîé öåíû íà ðûíêå îäíîãî òîâàðà, äèíàìè÷åñêàÿ
ìîäåëü ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà, èçâåñòíàÿ ïîä íàçâàíèå ìîäåëè Ñîëîó è äð. Ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ îñîáåííî âàæíîé êîððåêòèðîâêà ó÷åáíîé ïðîãðàììû êóðñà ñ öåëüþ ñîãëàñîâàíèÿ
åå ñ ïðîãðàììàìè ïî ïðåäìåòàì ¾ýêîíîìè÷åñêàÿ òåîðèÿ¿, ¾ìàêðîýêîíîìèêà¿ è ¾ìèê-
ðîýêîíîìèêà¿, èçëàãàåìûì ñòóäåíòàì ÂØÓÁ. Åñëè â ïðîøåäøèå ãîäû ìíîãèå àâòîðû
ó÷åáíèêîâ ïî óêàçàííûì äèñöèïëèíàì â ìàëîé ñòåïåíè èñïîëüçîâàëè ìàòåìàòè÷åñêèé
àïïàðàò ïðè àíàëèçå è îïèñàíèè ðàçëè÷íûõ ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, òî â íàñòîÿùåå
âðåìÿ ñèòóàöèÿ èçìåíÿåòñÿ â ëó÷øóþ ñòîðîíó, â òîì ÷èñëå áëàãîäàðÿ ïðèñîåäèíåíèþ
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Ðåñïóáëèêè Áåëàðóñü ê Åâðîïåéñêîìó ïðîñòðàíñòâó âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ. Òàêèì îá-
ðàçîì, íåîáõîäèì ïðîôåññèîíàëüíî îðèåíòèðîâàííûé ïîäõîä ê ïðåïîäàâàíèþ ðàçäåëà
¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ¿ ñòóäåíòàì ýêîíîìè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé. Ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì ðàñøèðåíèå óêàçàííîãî ðàçäåëà ïîñðåäñòâîì åãî äîïîëíåíèÿ ðàç-
ëè÷íûìè àêòóàëüíûìè äëÿ êîíêðåòíûõ ñïåöèàëüíîñòåé ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè.
Ïîìèìî àóäèòîðíîé ðàáîòû, ïîñâÿùåííîé èçëîæåíèþ îñíîâíûõ ïîíÿòèé è îñâîåíèþ
òåõíèê èíòåãðèðîâàíèÿ è ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ ïðîñòåéøèõ òèïîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, ñòóäåíòàì öåëåñîîáðàçíî ïðåäëàãàòü çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé èññëå-
äîâàòåëüñêîé ðàáîòû � ïîäãîòîâêè ïðîåêòà ïî òåìå, ñâÿçàííîé ñ ýêîíîìè÷åñêèìè ïðè-
ëîæåíèÿìè òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Äëÿ âûïîëíåíèÿ ïðîåêòà ñòóäåíòû
ìîãóò îáúåäèíÿòüñÿ â ãðóïïû äî ÷åòûðåõ ÷åëîâåê. Â ïðîöåññå ðàáîòû íàä ïðîåêòîì
è åãî çàùèòû ñòóäåíò ïîëó÷àåò ïðåäñòàâëåíèå î âîçìîæíîñòÿõ ïðèìåíåíèÿ ìàòåìà-
òè÷åñêîãî àïïàðàòà â ýêîíîìè÷åñêèõ çàäà÷àõ è àêòóàëüíûõ ñïîñîáàõ ðåøåíèÿ òàêèõ
çàäà÷.

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÎÄÅËÈ
ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

Â ÊÓÐÑÅ ¾ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÎÏÅÐÀÖÈÉ¿

À.Í. Èñà÷åíêî, Ë.À. Ðàåâñêàÿ

Ñóùåñòâóåò çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé íà îñíîâå äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé è óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, îòíîñÿùèõñÿ ê ðàçëè÷íûì
ïðåäìåòíûì îáëàñòÿì. Ïîñêîëüêó ¾Èññëåäîâàíèå îïåðàöèé¿ äèñöèïëèíà íåïîñðåä-
ñòâåííî ñâÿçàííàÿ ñ ìàòåìàòè÷åñêèì ìîäåëèðîâàíèåì, ðàññìîòðåíèå ïîäîáíîãî ðîäà
ìîäåëåé â íåé ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì. Òèïîâûå ïðîãðàììû ïî èññëåäîâàíèþ îïåðà-
öèé òðàäèöèîííî âêëþ÷àþò ðàçäåëû ïî òåîðèè èãð, òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ,
ñåòåâîìó ïëàíèðîâàíèþ, òåîðèè ðàñïèñàíèé, óïðàâëåíèþ çàïàñàìè, ìåòîäàì àíàëèçà
ñåòåé [1�3]. Ïðè ýòîì òåîðåòè÷åñêàÿ ÷àñòü äèñöèïëèíû âêëþ÷àåò àïïàðàò äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé è óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïðè ðàññìîòðåíèè ñèñòåì
ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ (ñèñòåìà óðàâíåíèé Êîëìîãîðîâà äëÿ îäíîðîäíîé öåïè Ìàð-
êîâà ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì), àíàëèçå ìîäåëåé óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè (äëÿ ïîëó÷åíèÿ
îïòèìàëüíûõ óðîâíåé ïîñòàâëÿåìûõ è ïîòðåáíûõ ïàðòèé ðåñóðñîâ). Ðàçäåëû, ñâÿçàí-
íûå ñ òåîðèåé èãð, ñåòåâûì ïëàíèðîâàíèåì, òåîðèåé ðàñïèñàíèé, ìåòîäàìè àíàëèçà
ñåòåé, êàê ïðàâèëî, íå âêëþ÷àþò àïïàðàò äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ýòî ñâÿçàíî
ñ îãðàíè÷åííîñòüþ äèñöèïëèíû ïî ëåêöèîííûì è ëàáîðàòîðíûì ÷àñàì. Òåì íå ìåíåå,
îçíàêîìëåíèå ñòóäåíòîâ ñ äèíàìè÷åñêèìè ìîäåëÿìè ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíûì, õîòÿ áû
â îáúåìå îñíîâíûõ ïîíÿòèé, ìåòîäîâ è ïðèìåðîâ.

Â êà÷åñòâå äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé ðåêîìåíäóåòñÿ ðàññìîòðåòü äèôôåðåíöèàëüíûå
èãðû, ìîäåëè, âîçíèêàþùèå â áèîëîãè÷åñêèõ ñèñòåìàõ, ñîöèàëüíî-ïîëèòè÷åñêèõ ñè-
ñòåìàõ, ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ, âîåííîì äåëå. Ðàññìîòðåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð
âîçìîæíî íà îñíîâå ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ìîäåëåé çàäà÷ ïðåñëåäîâàíèÿ, íà÷èíàÿ ñ
ïðîñòåéøèõ. Äèíàìè÷åñêèå ìîäåëè òàêæå ïðåêðàñíî èëëþñòðèðóþòñÿ ìîäåëÿìè ×åé-
çà � Îñèïîâà � Ëàí÷åñòåðà, SIR-ìîäåëüþ, SZR-ìîäåëüþ, ðàçëè÷íûìè èõ îáîáùå-
íèÿìè è àíàëîãàìè. Âàðèàíòû ìîäåëè Ëåîíòüåâà (îäíîîòðàñëåâàÿ, ìíîãîîòðàñëåâàÿ,
îòêðûòàÿ, çàìêíóòàÿ), ìîäåëè Êåéíñà, ìîäåëè Ñàìóåëüñîíà � Õèêñà ÿâëÿþòñÿ ïðè-
ìåðàìè äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé ýêîíîìèêè. Ìîæíî ïðèâåñòè è äðóãèå ïðèìåðû äèíà-
ìè÷åñêèõ ìîäåëåé èç ðàçëè÷íûõ ïðåäìåòíûõ îáëàñòåé.
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Îáúåì, ñîäåðæàíèå, ñëîæíîñòü ìàòåðèàëà äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ êëàññîâ äèíàìè-
÷åñêèõ ìîäåëåé è ôîðìà ïðîâåäåíèÿ çàíÿòèé (ëåêöèè, ëàáîðàòîðíûå, êîíòðîëèðó-
åìàÿ ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà, ó÷åáíîå è êîíòðîëüíîå òåñòèðîâàíèå), îïðåäåëÿþòñÿ
ïðèîðèòåòàìè àâòîðà êóðñà è óðîâíåì ó÷åáíûõ ãðóïï. Çíà÷èìûì ÿâëÿåòñÿ ïîëíîòà
èçëàãàåìîãî ìàòåðèàëà, îò ïîñòàíîâêè çàäà÷è, òåîðåòè÷åñêèõ îñíîâ, ìåòîäîâ ïîèñêà
ðåøåíèÿ è èõ ðåàëèçàöèè, äî ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ ñ åãî èíòåðïðåòàöèåé â òåðìèíàõ
ïðåäìåòíîé îáëàñòè. Ó÷èòûâàÿ ÿðêî âûðàæåííóþ ïðèêëàäíóþ íàïðàâëåííîñòü êóð-
ñà ¾Èññëåäîâàíèå îïåðàöèé¿, îáÿçàòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå ñåðèè ëàáîðàòîðíûõ
èëè èíäèâèäóàëüíûõ ðàáîò ïî äèíàìè÷åñêèì ìîäåëÿì. Ïðè ýòîì ñóùåñòâåííûì ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðèâëå÷åíèå ñîâðåìåííîãî èíôîðìàöèîííî-ïðîãðàììíîãî èíñòðóìåíòàðèÿ äëÿ
âûïîëíåíèÿ ñòóäåíòàìè ëàáîðàòîðíûõ è èíäèâèäóàëüíûõ ðàáîò ñ öåëüþ âèçóàëèçà-
öèè, ïðàâèëüíîé òðàêòîâêè è èíòåðïðåòàöèè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.
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Î ÑÏÅÖÊÓÐÑÅ ÏÎ ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÒÅÎÐÈÈ
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÄËß ÑÒÓÄÅÍÒÎÂ

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÏÅÖÈÀËÜÍÎÑÒÅÉ

Å.È. Êàëàíäèÿ, È.Ï. Ìàðòûíîâ, Â.À. Ïðîíüêî

Ñïåöêóðñ ïî ìàòåìàòè÷åñêîé äèñöèïëèíå äîëæåí èìåòü ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû:
� òåîðèÿ äîëæíà èìåòü áîãàòóþ èñòîðèþ ñâîåãî ðàçâèòèÿ;
� ñïåöêóðñ äîëæåí èìåòü áîãàòîå ñîäåðæàíèå (â òåîðèè äîëæíû áûòü ñîäåðæà-

òåëüíûå è òðóäíûå òåîðåìû, ðàçäåëû);
� òåîðèÿ äîëæíà èìåòü øèðîêèå ïðèëîæåíèÿ;
� ñïåöêóðñ äîëæåí èìåòü ñîâðåìåííóþ ìåòîäè÷åñêóþ îòðàáîòêó, ìåòîäè÷åñêîå

îáåñïå÷åíèå;
� äîëæíû áûòü èíòåðåñíûå è ñîäåðæàòåëüíûå çàäà÷è, òðåáóþùèå ñâîåãî ðàçðå-

øåíèÿ.
Òðàäèöèîííî ïðîãðàììà ñïåöêóðñà îõâàòûâàëà îñíîâíûå ðàçäåëû àíàëèòè÷åñêîé

òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñëåäóåò èçó-
÷àòü àíàëèòè÷åñêóþ òåîðèþ íå òîëüêî îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
íî è àíàëèòè÷åñêóþ òåîðèþ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ýòî ñòàëî âîçìîæíûì
ïîñëå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîíÿòèÿ ñâîéñòâà Ïåíëåâå íà óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîä-
íûìè â 80-õ ãã. XX â.

Ïðîãðàììîé ñïåöêóðñà ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîêàçàòü ñòóäåíòàì ðîëü áåëîðóññêèõ ìàòå-
ìàòèêîâ â ðàçâèòèè àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, åå øèðîêèå
ïðèëîæåíèÿ è ïåðñïåêòèâû.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïî ïðîãðàììå ñïåöêóðñà ¾Àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðèÿ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé¿ 2 ÷àñà ëåêöèîííûõ çàíÿòèé è 8 ÷àñîâ ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé
âûíåñåíî íà óïðàâëÿåìóþ ñàìîñòîÿòåëüíóþ ðàáîòó.
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Â Ãðîäíåíñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå èì. ß. Êóïàëû ïðèêàçîì ðåêòîðà
� 1384 îò 05.12.2016 óòâåðæäåíî ïîëîæåíèå îá óïðàâëÿåìîé ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáî-
òå, à ïðèêàçîì ðåêòîðà � 975 îò 20.09.2016 óòâåðæäåíî ïîëîæåíèå î ôîíäå îöåíî÷-
íûõ ñðåäñòâ. Äëÿ îðãàíèçàöèè ýôôåêòèâíîé óïðàâëÿåìîé ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû
ñòóäåíòîâ ðàçðàáîòàí ôîíä îöåíî÷íûõ ñðåäñòâ â ôîðìå èíòåðàêòèâíîãî òåñòèðîâà-
íèÿ. Ôîíä îöåíî÷íûõ ñðåäñòâ (ÔÎÑ) � ýòî êîìïëåêò ìåòîäè÷åñêèõ è êîíòðîëüíî-
äèàãíîñòè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ àòòåñòàöèè îáó÷àþùèõñÿ íà ñî-
îòâåòñòâèå èõ ïåðñîíàëüíûõ äîñòèæåíèé ïîýòàïíûì èëè êîíå÷íûì òðåáîâàíèÿì îáðà-
çîâàòåëüíîé ïðîãðàììû äëÿ ïðîìåæóòî÷íîé, òåêóùåé è èòîãîâîé àòòåñòàöèè, à òàêæå
äëÿ îöåíêè îñòàòî÷íûõ çíàíèé.

Çàäà÷àìè ÔÎÑ ÿâëÿþòñÿ:

� êîíòðîëü è óïðàâëåíèå ïðîöåññîì ïðèîáðåòåíèÿ îáó÷àþùèìèñÿ íåîáõîäèìûõ
çíàíèé, óìåíèé è âëàäåíèé;

� îöåíêà äîñòèæåíèé îáó÷àþùèõñÿ â ïðîöåññå èçó÷åíèÿ ó÷åáíîé äèñöèïëèíû;

� îáåñïå÷åíèå ñîîòâåòñòâèÿ ðåçóëüòàòîâ îáó÷åíèÿ çàäà÷àì áóäóùåé ïðîôåññèî-
íàëüíîé äåÿòåëüíîñòè ÷åðåç ñîâåðøåíñòâîâàíèå òðàäèöèîííûõ è âíåäðåíèå èííîâà-
öèîííûõ ìåòîäîâ îáó÷åíèÿ â îáðàçîâàòåëüíûé ïðîöåññ óíèâåðñèòåòà;

� ñîçäàíèå äëÿ îáó÷àþùèõñÿ è âûïóñêíèêîâ îòêðûòîãî áàíêà ÔÎÑ, ÿâëÿþùåãîñÿ
èíñòðóìåíòàðèåì äëÿ ñàìîîöåíêè óðîâíÿ äîñòèæåíèÿ çàïëàíèðîâàííûõ ðåçóëüòàòîâ;

� îöåíêà ñïîñîáíîñòè îáó÷àþùèõñÿ ê òâîð÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè, èõ ãîòîâíîñòè âå-
ñòè ïîèñê ðåøåíèÿ íîâûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ íåäîñòàòî÷íîñòüþ êîíêðåòíûõ ñïåöè-
àëüíûõ çíàíèé è îòñóòñòâèåì îáùåïðèíÿòûõ àëãîðèòìîâ.

Íàëè÷èå îòêðûòîãî áàíêà ÔÎÑ â ôîðìå èíòåðàêòèâíîãî òåñòèðîâàíèÿ ïîçâîëÿåò
íàì âñÿêèé ðàç ïîäîáðàòü äëÿ êàæäîãî ñòóäåíòà îðèãèíàëüíûå èíäèâèäóàëüíûå çàäà-
íèÿ ñ ó÷åòîì åãî óðîâíÿ ïîäãîòîâêè, à òàêæå óñêîðèòü ïðîöåäóðó ïðîâåðêè óñâîåíèÿ
òåîðåòè÷åñêîé è ïðàêòè÷åñêîé ÷àñòè èçó÷àåìîãî ìàòåðèàëà, ìèíèìèçèðîâàòü çàòðàòû
âðåìåíè ïðåïîäàâàòåëÿ íà ïðîâåðêó òåñòîâ.

Äëÿ íàãëÿäíîãî ïðèìåðà ïðèâåäåì îäíî èç çàäàíèé èòîãîâîãî òåñòà (ñì. ðèñóíîê).

Ðèñóíîê.

Ôîðìà òåñòèðîâàíèÿ ïðè îðãàíèçàöèè óïðàâëÿåìîé ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû ñòó-
äåíòîâ ìîòèâèðóåò ñòóäåíòîâ, ðàçâèâàåò ïîçíàâàòåëüíûé èíòåðåñ, ñîäåéñòâóåò âûñòðà-
èâàíèþ êàæäûì ñòóäåíòîì ñîáñòâåííîé îáðàçîâàòåëüíîé òðàåêòîðèè â ðàìêàõ ñàìî-
ñòîÿòåëüíîé ðàáîòû.

Ïî ñïåöêóðñó ¾Àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé¿ ïîäãîòîâ-
ëåíû ó÷åáíûå ïîñîáèÿ [1, 2].
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ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß
Â ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÈ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÌÎÄÅËÅÉ

À.Â. Êàïóñòî, À.À. Êóçíåöîâà

Ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ïðî÷íî çàíÿëî ñâîè ïîçèöèè â òåõíè÷åñêèõ,
åñòåñòâåííî-íàó÷íûõ, ýêîíîìè÷åñêèõ è ñîöèîëîãè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ. Áîëüøèíñòâî
íàó÷íûõ èçûñêàíèé â ðàçíûõ îáëàñòÿõ ñîäåðæàò ðàçðàáîòêó èëè èññëåäîâàíèå ñîîò-
âåòñòâóþùåé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè. Âñëåäñòâèå ýòîãî îáó÷åíèå ìàòåìàòè÷åñêîìó
ìîäåëèðîâàíèþ íà ïðîòÿæåíèè èçó÷åíèÿ âñåãî êóðñà ¾Ìàòåìàòèêè¿ èç âîçìîæíî-
ñòè ñòàíîâèòñÿ íåîáõîäèìîñòüþ ïðè ôîðìèðîâàíèè îáðàçîâàòåëüíîé ñðåäû êàæäîãî
âûñøåãî ó÷ðåæäåíèÿ òåõíè÷åñêîãî ïðîôèëÿ. Â êîíå÷íîì èòîãå ýòî ñïîñîáñòâóåò ðå-
àëèçàöèè çàäà÷è, îïðåäåëÿåìîé îáðàçîâàòåëüíûì ñòàíäàðòîì äëÿ âûïóñêíèêà òåõ-
íè÷åñêîé ñïåöèàëüíîñòè, êîòîðûé äîëæåí çíàòü ¾îñíîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû
ðåøåíèÿ èíæåíåðíûõ çàäà÷¿ è ¾óìåòü ñòðîèòü ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ôèçè÷åñêèõ
ïðîöåññîâ¿.

Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, âîçíèêàþùèå â îïèñàíèè ïðîöåññîâ ðàçëè÷íîé ïðèðîäû,
÷àñòî èíâàðèàíòíû ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòèêè. Â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî âñïîìíèòü
ñëîâà À. Ïóàíêàðå: ¾Ìàòåìàòèêà � ýòî èñêóññòâî äàâàòü ðàçíûì âåùàì îäíî íàèìå-
íîâàíèå¿. Íàèáîëüøåé íàãëÿäíîñòüþ â ïëàíå èëëþñòðàöèè óíèâåðñàëüíîñòè ìàòåìà-
òè÷åñêèõ ìîäåëåé îáëàäàþò äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (ÄÓ). Ñàìûì ¾ïðîñòûì¿
ÿâëÿåòñÿ ÄÓ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè y′ = ky, îáùåå ðåøåíèå êîòîðîãî çàäà-
åòñÿ ôóíêöèåé y = cekx. Âìåñòå ñ òåì èìåííî ñ ïîìîùüþ äàííîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî
ïîëó÷èòü çàêîí èçìåíåíèÿ îïðåäåëåííîãî ÿâëåíèÿ (ñîñòîÿíèÿ âåùåñòâà) âî âðåìåíè. Â
áèîëîãèè è ìåäèöèíå ñ ïîìîùüþ ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî îïèñàòü ñêîðîñòü ðàçìíîæå-
íèÿ áàêòåðèé ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Åñëè îáîçíà÷èòü êîëè÷åñòâî áàêòåðèé, èìåþùèõñÿ
â äàííûé ìîìåíò, ÷åðåç x, òî ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ñîñòàâèò dx/dt = kx, ãäå k � êîýô-
ôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè. Ýòî æå óðàâíåíèå áóäåò çàäàâàòü çàâèñèìîñòü ìàññû
x âåùåñòâà, âñòóïèâøåãî â õèìè÷åñêóþ ðåàêöèþ, îò âðåìåíè t. Â ñîöèîëîãè÷åñêèõ è
ýêîíîìè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ òàêèì ÄÓ îïèñûâàþò ðîñò íàðîäîíàñåëåíèÿ, äèíàìè-
êó ðîñòà öåí ïðè ïîñòîÿííîé èíôëÿöèè. Ðàäèîàêòèâíûé ðàñïàä îïèñûâàåòñÿ òàêæå
ÄÓ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè: dx/dt = −Nx, ãäå dx � ÷èñëî ðàñïàäîâ, ïðî-
èçîøåäøåå çà êîðîòêèé èíòåðâàë âðåìåíè dt, ïðîïîðöèîíàëüíî ÷èñëó àòîìîâ x â
îáðàçöå.

Áîëüøèì ïîòåíöèàëîì â ìåòîäè÷åñêîì ïëàíå îáëàäàåò êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü Ëîò-
êè � Âîëüòåððà âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ïîïóëÿöèé, êîòîðàÿ íàãëÿäíî äåìîíñòðèðóåò
ïîðÿäîê îïèñàíèÿ çàâèñèìîñòåé, ñâÿçåé è ñâîéñòâ îáúåêòîâ ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè-
÷åñêèõ ñòðóêòóð. Íà ïðèìåðå ìîäåëè Ëîòêè � Âîëüòåðà íàãëÿäíî èëëþñòðèðóþòñÿ
îáùèå ïîíÿòèÿ êà÷åñòâåííîé òåîðèè ÄÓ: ôàçîâîé ïëîñêîñòè, ôàçîâûõ êðèâûõ, îñî-
áûõ òî÷åê è èõ òèïîâ, à òàêæå ïîðÿäêà îïðåäåëåíèÿ è àíàëèçà ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ
äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ïåðâîãî ïîðÿäêà èç äâóõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
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Íà áàçå äàííîé ìîäåëè âûïîëíåí ðÿä åå ìîäèôèêàöèé, êîòîðûå íàøëè ïðèëîæåíèÿ â
ðàçëè÷íûõ ñôåðàõ äåÿòåëüíîñòè ÷åëîâåêà [1].

Â çàêëþ÷åíèå ìîæíî ïîâòîðèòü ñëîâà èçâåñòíîãî ìàòåìàòèêà À.À. Ñàìàðñêîãî:
¾Ñòóäåíòà íà âóçîâñêîé ñêàìüå íóæíî îáó÷àòü ïîñòðîåíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé
ñâîåé íàóêè. Èìåííî òàêèì ïóòåì ìàòåìàòèêà äîëæíà ïðî÷íî âîéòè â åãî ïðîôåññè-
îíàëüíóþ äåÿòåëüíîñòü¿. È îäíèì èç ñðåäñòâ ðåàëèçàöèè äàííîé óñòàíîâêè ÿâëÿåòñÿ
ðåãóëÿðíîå è öåëåíàïðàâëåííîå ïðèâëå÷åíèå àïïàðàòà ÄÓ ê âûïîëíåíèþ ìàòåìàòè-
÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.
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Ó×ÈÌ ÑÒÓÄÅÍÒÀ Ó×ÈÒÜÑß

Ý.È. Êîâàëåâñêàÿ, Î.Ì. Êâåòêî

Ñòàðàíèå â ó÷åáå ó ñòóäåíòà óíèâåðñèòåòà ìîæåò îáúÿñíÿòüñÿ åãî èñêðåííèì èí-
òåðåñîì ê ïðåäìåòó, áîëüøèìè àìáèöèÿìè, æàæäîé ïîïóëÿðíîñòè ó ñîêóðñíèêîâ èëè
äàâëåíèåì ñî ñòîðîíû ðîäèòåëåé. Ìåæäó òåì, ïðîôåññèîíàëüíîå áóäóùåå ñòóäåíòà âî
ìíîãîì çàâèñèò èìåííî îò òîãî, êàêîé ìîòèâ îïðåäåëÿåò åãî âîâëå÷åííîñòü â ó÷åáó.
Ïðè âíóòðåííåé ìîòèâàöèè ñòóäåíòû ó÷àòñÿ ñ óäîâîëüñòâèåì. Òàêèå ó÷àùèåñÿ ÷àñòî
ñòàðàþòñÿ ïðåâçîéòè îæèäàíèÿ, ñäåëàòü ÷òî-òî ñâåðõ ïîëîæåííîãî. Ìíîãîå çàâèñèò è
îò ïðåïîäàâàòåëÿ, êîòîðûé äîëæåí ïîääåðæèâàòü ìîòèâàöèþ ñòóäåíòà, è îò ôîðìàòîâ
îáó÷åíèÿ [1].

Íî ÷àñòî ó ñòóäåíòîâ íåìàòåìàòè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé íåèçáåæíî âîçíèêàåò âî-
ïðîñ: ¾À çà÷åì íàì íóæíî èçó÷àòü ìàòåìàòèêó?¿ Ïðè ýòîì ðàññóæäåíèÿ ïðåïîäàâàòå-
ëÿ î ôóíäàìåíòàëüíîñòè óíèâåðñèòåòñêîãî îáðàçîâàíèÿ, î ïîëüçå ìàòåìàòèêè äëÿ ðàç-
âèòèÿ ëîãè÷åñêîãî, àáñòðàêòíîãî, ñòðóêòóðíî-îðãàíèçîâàííîãî ìûøëåíèÿ è òàê äàëåå,
õîòÿ è áåç ñîìíåíèÿ ïðàâèëüíûå, íå âûçûâàþò ýíòóçèàçìà ó ñòóäåíòîâ. Ó÷èòûâàÿ,
÷òî âðåìÿ, îòâåäåííîå íà èçó÷åíèå ïðåäìåòà, âåñüìà îãðàíè÷åíî, äàëåêî íå âñå òåìû
óäàåòñÿ âìåñòèòü â àóäèòîðíûå ÷àñû. Ïðè ýòîì, êàê ïðàâèëî, ¾çà áîðòîì¿ îñòàþòñÿ
âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ïðàêòè÷åñêèìè ïðèëîæåíèÿìè òîãî èëè èíîãî ðàçäåëà. Äèô-
ôåðåíöèàëüíîå è èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå � ìîùíåéøèé èíñòðóìåíò îïèñàíèÿ ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ, îäíàêî ñòóäåíòû, ïîëó÷èâ ýòîò èíñòðóìåíò,
î÷åíü ïëîõî ïðåäñòàâëÿþò, êàêèì îáðàçîì åãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü â ïðàêòè÷åñêîé
äåÿòåëüíîñòè. Òåõíèêà èíòåãðèðîâàíèÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíà è ìíîãîîáðàçíà, ïîýòîìó
ïðîöåññ îáó÷åíèÿ èíòåãðèðîâàíèþ ðàçëè÷íîãî ðîäà ôóíêöèé è ðåøåíèþ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé òðåáóåò ìíîãî âðåìåíè. Ïðè ýòîì èç ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé
ðàññìàòðèâàåòñÿ, ðàçâå ÷òî âû÷èñëåíèå ïëîùàäåé ïëîñêèõ ôèãóð è îáúåìîâ òåë [2].
Ïîèñêè ñîäåðæàòåëüíûõ ïðèìåíåíèé èíòåãðàëüíîãî è äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëå-
íèé � õîðîøàÿ ôîðìà ó÷åáíîé ðàáîòû, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ìîòèâèðîâàòü ñòóäåíòîâ ê
èçó÷åíèþ ìàòåìàòèêè, ïðîâåðèòü ýðóäèöèþ è ïðî÷íîñòü çíàíèé, ðàçâèâàåò èññëåäî-
âàòåëüñêèå íàâûêè.

Êàæäûé âòîðîé ñåìåñòð ó÷åáíîãî ãîäà íà êàôåäðå âûñøåé ìàòåìàòèêè Áåëîðóñ-
ñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî àãðàðíîãî òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà (ÁÃÀÒÓ) íà÷èíàåòñÿ ñ
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ïîäãîòîâêè ñòóäåíòîâ ê âûñòóïëåíèþ íà ñòóäåí÷åñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè,
êîòîðàÿ ïðîâîäèòñÿ â êîíöå ìàÿ ìåñÿöà. Ïðåïîäàâàòåëè ïîäáèðàþò òåìàòèêó, ëèòåðà-
òóðó, âûáèðàþò ïîòåíöèàëüíûõ ó÷àñòíèêîâ. Íåêîòîðûå èç íèõ ïî÷òè ñðàçó ñîãëàøà-
þòñÿ, äðóãèõ ïðèõîäèòñÿ óáåæäàòü, ÷òî, êðîìå íîâûõ è áîëåå óãëóáëåííûõ çíàíèé,
ïîäãîòîâêà äîêëàäà è åãî ïðåçåíòàöèÿ íà êîíôåðåíöèè äàþò ïîëåçíûé îïûò âûñòóïëå-
íèÿ ïåðåä áîëüøîé àóäèòîðèåé, ôîðìèðóþò óìåíèå îòâå÷àòü íà íåîæèäàííûå âîïðîñû
è îðèåíòèðîâàòüñÿ â íåçíàêîìîé îáñòàíîâêå.

×àñòî ïðåäëàãàåì íàøèì ñòóäåíòàì òåìû, ñâÿçàííûå ñ ïðèëîæåíèÿìè îáûêíîâåí-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÄÓ) ê ðåøåíèþ çàäà÷ â îáëàñòè òåõíèêè, ýêîíî-
ìèêè, ýêîëîãèè è äðóãèõ ñîöèàëüíûõ íàóêàõ.

Ñòóäåíòàì ýêîíîìè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé, íàïðèìåð, áûëî ïðåäëîæåíî ðàññ÷è-
òàòü, êàêàÿ ñóììà V îêàæåòñÿ íà ñ÷åòå â áàíêå ñïóñòÿ t ëåò, åñëè P � íà÷àëüíàÿ
ñóììà äåíåæíîãî âêëàäà ïîä ïðîöåíòíóþ ñòàâêó r ñ êàïèòàëèçàöèåé. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
dv/dt � ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ñóììû âêëàäà ñî âðåìåíåì t, ñòóäåíòû èñïîëüçîâàëè
äèôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dv

dt
= rV.

Ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ V = Pert ïîçâîëèëî âû÷èñëèòü èñêîìóþ ñóììó. Ñòóäåí-
òû ñ èíòåðåñîì ñðàâíèëè âîçìîæíûå âàðèàíòû äåíåæíûõ âëîæåíèé îäíîãî èç áàíêîâ.
Òàê, ðàññ÷èòàâ äîõîäíîñòü ïî âêëàäàì ñî ñòàâêîé â 10,5%, êîòîðûå áóäóò âûïëà÷åíû
â êîíöå ñðîêà, è ïî âêëàäàì ñ åæåìåñÿ÷íîé êàïèòàëèçàöèåé ïðè ñòàâêå 10% ãîäîâûõ,
ïîëó÷èëè ñëåäóþùåå: ïðè íåáîëüøîé ñóììå íà÷àëüíîãî âêëàäà, ïðèáûëü ïîëó÷èòñÿ
ïðèìåðíî îäèíàêîâîé, òàê êàê, çàðàáàòûâàÿ íà êàïèòàëèçàöèè, ñêîðåå âñåãî, ïðîèñõî-
äèò ïîòåðÿ íà ïðîöåíòíîé ñòàâêå. Åñëè æå îäèíàêîâûå ñòàâêè ïî âêëàäàì ñ êàïèòà-
ëèçàöèåé ïðîöåíòîâ è áåç íåå, òî ïðèáûëü ïîëó÷èòñÿ áîëüøå â ïåðâîì ñëó÷àå. À åñëè
íåò, òî áóäåò ëó÷øå ïîäóìàòü î âêëàäå ñ ìåíüøèìè îïöèÿìè, íî ñ áîëüøèì ïðîöåíòîì.

Äàëåå ðàññìîòðèì, êàê íà ïðèìåðå ïîäãîòîâêè äîêëàäîâ ïî òåìàì ¾Ïàðàáîëà áåç-
îïàñíîñòè¿ [3, 4] èëè ¾Çàêîíû Êåïëåðà äâèæåíèÿ ïëàíåò¿ [3], êîòîðûå ñâÿçàíû ñ ðå-
øåíèåì ÄÓ, ìîæíî ó÷èòü ñòóäåíòà ó÷èòüñÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàçâèâàòü â íåì ÷åðòû
èññëåäîâàòåëÿ è ôîðìèðîâàòü òâîð÷åñêóþ ëè÷íîñòü.

Èòàê, ñòóäåíò, èçó÷àÿ ïåðâóþ òåìó è âíèêàÿ â ñóòü ôèçè÷åñêîãî çàêîíà ïîëåòà
ñíàðÿäà, óçíàåò, ÷òî åãî äâèæåíèå îïèñûâàåòñÿ îïðåäåëåííûì ÄÓ, ðåøåíèå êîòîðîãî
äàåò ðàçäåë ìàòåìàòèêè ¾Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ¿. Èìåííî, ðå-
øåíèåì óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâî ïàðàáîë. È äàëåå ïîÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ïàðàáîëà
áåçîïàñíîñòè, êîòîðîå èñïîëüçóåòñÿ â âîåííîì äåëå.

Èçó÷àÿ âòîðóþ òåìó, ñòóäåíò óçíàåò, ÷òî è äðóãèå êðèâûå âòîðîãî ïîðÿäêà � ýë-
ëèïñ è ãèïåðáîëà � ïîÿâëÿþòñÿ, êàê ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ÄÓ, è ÿâëÿþòñÿ òðà-
åêòîðèÿìè äâèæåíèÿ ïëàíåò è êîìåò.

Òàêèì îáðàçîì, òîò ó÷åáíûé ìàòåðèàë, êîòîðûé ñòóäåíò èçó÷àë â 1-ì ñåìåñòðå, �
êðèâûå âòîðîãî ïîðÿäêà è èõ ñâîéñòâà � íàøåë ïðèìåíåíèå â àðòèëëåðèè è àñòðî-
íîìèè, ò.å. â êîíêðåòíûõ îáëàñòÿõ æèçíè íàøåãî îáùåñòâà. Ýòîò ôàêò ñòàíîâèòñÿ
ñòèìóëîì õîðîøî ó÷èòü äàëüíåéøèå òåìû ïðîãðàììû è óãëóáëÿòü ñâîè ïîçíàíèÿ â
ïðèëîæåíèÿõ ìàòåìàòèêè.

Òåïåðü ïîñìîòðèì, ÷òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáùåå óðàâíåíèå êðèâîé âòîðîãî ïî-
ðÿäêà. Ýòî � àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå 2-é ñòåïåíè. Íî ñóùåñòâóþò òàêæå óðàâíå-
íèÿ 3-é, 4-é è ò.ä. ñòåïåíåé. Ñòàâèì âîïðîñ: êàêèå êðèâûå âîçíèêàþò çäåñü? Êàêèìè
ñâîéñòâàìè îíè îáëàäàþò? Ãäå èñïîëüçóþòñÿ? . . .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñïðàøèâàåì: ÷òî èçâåñòíî î êðèâûõ, çàäàâàåìûõ òðèãîíîìåòðè-
÷åñêèìè ôóíêöèÿìè, íàïðèìåð, y = sinx, y = cosx? Áóäóò ëè îíè àëãåáðàè÷åñêèìè?
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Ñíîâà èäåò ïîèñê îòâåòà, è ñòóäåíò óçíàåò, ÷òî ýòî � òðàíñöåíäåíòíûå êðèâûå. À ãäå
îíè èñïîëüçóþòñÿ? Êàêèå ÿâëåíèÿ ìîæíî îïèñàòü òàêèìè êðèâûìè?

Òàêèì îáðàçîì, öåïî÷êà âîïðîñîâ óäëèíÿåòñÿ. Ïîëó÷àÿ îòâåòû, ñòóäåíò óçíàåò âñå
íîâûå ôàêòû èç ìàòåìàòèêè è åå ïðèëîæåíèé. Ïîíÿòíî, ÷òî ïðè ïîäãîòîâêå êîíêðåò-
íîãî äîêëàäà, ïðèõîäèòñÿ îñòàíîâèòüñÿ â íåêîòîðîì ìåñòå ýòîé öåïî÷êè è òùàòåëüíî
îôîðìèòü ïîëó÷åííûå ñâåäåíèÿ. Âîçìîæíî, ÷òî ïðè ýòîì ñòóäåíò ðåøèò íåêîòîðûå
ïîñòàâëåííûå ìàòåìàòè÷åñêèå çàäà÷è òîé èëè èíîé ñòåïåíè òðóäíîñòè. Íî ïðîöåññ
åãî ïîçíàíèÿ íå çàâåðøèòñÿ ýòîé îñòàíîâêîé, åñëè â íåì çàðîäèëñÿ òâîð÷åñêèé îãîíåê
èññëåäîâàòåëÿ. Îí ìîæåò ïîéòè äàëüøå: ñàìîñòîÿòåëüíî èëè ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðå-
ïîäàâàòåëÿ èçó÷àòü èçâåñòíîå è îòêðûâàòü íîâîå. È ïîæåëàåì åìó íàñòîé÷èâîñòè è
óñïåõîâ.

Ïðåïîäàâàòåëü ìîæåò ìîòèâèðîâàòü ñòóäåíòà ê èçó÷åíèþ ìàòåìàòèêè, ïðîáóæ-
äàòü â íåì èíòåðåñ ÷åðåç ïðåäëîæåíèå ñîäåðæàòåëüíûõ çàäà÷ ïðàêòè÷åñêîãî ïëàíà.
Ó÷àñòâóÿ â óíèâåðñèòåòñêîé êîíôåðåíöèè, ñòóäåíò íå òîëüêî çàäàåò âîïðîñ ¾çà÷åì
èçó÷àòü?¿, íî è â ïðîöåññå ðàáîòû íàä ïðîåêòîì ñàìîñòîÿòåëüíî îòâå÷àåò íà íåãî.
Òàêàÿ ôîðìà îðãàíèçàöèè ó÷åáíîé ðàáîòû ñïîñîáñòâóåò óñèëåíèþ ïîçíàâàòåëüíîãî
èíòåðåñà ñòóäåíòîâ, òðåáóåò áîëüøåé ñàìîñòîÿòåëüíîñòè â ó÷åáíîì ïðîöåññå, ñïîñîá-
ñòâóåò áîëåå ãëóáîêîìó óñâîåíèþ ìàòåðèàëà.
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ÌÅÆÏÐÅÄÌÅÒÍÛÅ ÑÂßÇÈ ÏÐÈ ÈÇÓ×ÅÍÈÈ
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

È.Â. Êîíîïëåâà, Ë.Â. Ìèðîíîâà, Í.Ñ. Çíàåíêî

Ôîðìèðîâàíèå ìåæïðåäìåòíûõ ñâÿçåé ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ïðèíöèïîâ êîíñòðóèðî-
âàíèÿ ó÷åáíîãî ïðîöåññà, à òàêæå ñðåäñòâîì îáó÷åíèÿ. Îíî ñòèìóëèðóåò ëó÷øåå óñâîå-
íèå ìàòåðèàëà, ðàçâèòèå èíòåðåñà ê ïðåäìåòó, ïîâûøàåò êà÷åñòâî çíàíèé. Äëÿ êóðñàí-
òîâ è ñòóäåíòîâ ÓÈÃÀ, îáó÷àþùèõñÿ ïî íàïðàâëåíèþ ïîäãîòîâêè ¾Àýðîíàâèãàöèÿ¿,
ïðåïîäàâàòåëè ìàòåìàòèêè âûðàáîòàëè ïðèåìû ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ìàòåìà-
òè÷åñêèõ ìåòîäîâ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ëåòíîé ýêñïëóàòàöèè âîçäóøíûõ ñóäîâ [1, 2],
ïîçâîëÿþùèå àêòèâèçèðîâàòü ó÷åáíûé ïðîöåññ è óñèëèòü ìîòèâàöèþ èçó÷åíèÿ êóðñà
ìàòåìàòèêè.

Ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ê ðåøåíèþ åñòåñòâåííîíà-
ó÷íûõ è ïðîôåññèîíàëüíûõ çàäà÷ îñîáåííî óäà÷íî äåìîíñòðèðóþòñÿ ïðè èçó÷åíèè
ðàçäåëà ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ¿. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ øèðîêî èñ-
ïîëüçóþòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ è ìîäåëèðîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ïðîöåññîâ è ïîýòîìó àêòèâíî
èñïîëüçóþòñÿ ïðè èçëîæåíèè ñïåöèàëüíûõ äèñöèïëèí è â íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîé
ðàáîòå êóðñàíòîâ.
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Èç-çà ñîêðàùåíèÿ ÷àñîâ íà èçó÷åíèå ìàòåìàòèêè íà ëåêöèÿõ è ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿ-
òèÿõ íåâîçìîæíî óäåëèòü äîñòàòî÷íî âðåìåíè äëÿ ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷. Ïî-
ýòîìó äëÿ âûðàáîòêè íàâûêîâ ñîñòàâëåíèÿ è ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
â ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ íà êàôåäðå èñïîëüçóþòñÿ ó÷åáíûå ïîñîáèÿ [3, 4],
ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ àóäèòîðíîé è ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû.

Ïðèêëàäíàÿ íàïðàâëåííîñòü êóðñà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ëåãêî èëëþ-
ñòðèðóåòñÿ íà ïðîñòûõ ïðèìåðàõ. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè ïîëåòå âîçäóøíîãî ñóäíà íà
ýøåëîíå âåòåð îêàçûâàåò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà ïóòåâóþ ñêîðîñòü, óãîë ñíîñà, à
çíà÷èò, íà äàëüíîñòü è ïðîäîëæèòåëüíîñòü ïîëåòà. Èññëåäîâàòü èçìåíåíèå òðàåêòî-
ðèè ïîëåòà â çàâèñèìîñòè îò ñêîðîñòåé ñàìîëåòà è áîêîâîãî âåòðà, íàïðàâëåíèÿ ïîëåòà
è íàïðàâëåíèÿ âåòðà ìîæíî ïðè ðåøåíèè çàäà÷è, îïèñûâàåìîé îäíîðîäíûì äèôôå-
ðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì 1-ãî ïîðÿäêà. Ïðîñòåéøèé ñëó÷àé äèâåðãåíöèè êðûëà ñàìî-
ëåòà ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì ïðè èçó÷åíèè ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 2-ãî
ïîðÿäêà; ðåøåíèå ñèñòåì ÎÄÓ ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü àíàëèç õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé íåô-
òåïðîäóêòîâ è àâèàöèîííîãî òîïëèâà ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ; ìîäåëè-
ðîâàíèå ïðîöåññà ðàñïðîñòðàíåíèÿ ðåêëàìû (ëîãèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èëè óðàâíåíèå
Íåðëîâà � Ýððîó) ïîçâîëèò îòâåòèòü íà ðàçëè÷íûå âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ýôôåêòèâ-
íîñòüþ ðåêëàìû è ò.ä.

Èñïîëüçîâàíèå êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé íà àóäèòîðíûõ çàíÿòèÿõ ïîçâîëÿåò çà-
íèìàòüñÿ ïðîñòåéøèì ìîäåëèðîâàíèåì. Ïðîãðàììû êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè äàþò
âîçìîæíîñòü ñîçäàâàòü ¾æèâûå ÷åðòåæè¿, èññëåäîâàòü ÷àñòíûå ðåøåíèÿ ÎÄÓ, ñòðî-
èòü èõ ãðàôèêè, ïîêàçûâàòü, êàê èçìåíÿþòñÿ èíòåãðàëüíûå êðèâûå ïðè èçìåíåíèè
÷èñëîâûõ ïàðàìåòðîâ, âõîäÿùèõ â óðàâíåíèå è íà÷àëüíûõ óñëîâèé, à ýòî íàãëÿäíî
ïîäâîäèò ñòóäåíòîâ ê ïîíÿòèþ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ÎÄÓ è ê îñîçíàííîìó èñïîëü-
çîâàíèþ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ.
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ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß È ÈÕ ×ÈÑËÅÍÍÎÅ
ÐÅØÅÍÈÅ Â ÊÓÐÑÅ ¾ÑÒÐÎÈÒÅËÜÍÀß ÌÅÕÀÍÈÊÀ¿

Å.À. Êðóøåâñêèé, Å.Å. Êðóøåâñêàÿ, À.Â. Ñòðåëþõèí

Èçó÷åíèå êóðñà ñòðîèòåëüíîé ìåõàíèêè â òåõíè÷åñêèõ óíèâåðñèòåòàõ ïîñòðîåíî
ïî ïðèíöèïó îïîðû êàæäîé òåìû íà ïðåäûäóùèå, ðàíåå èçó÷åííûå â ñìåæíûõ äèñöè-
ïëèíàõ. Ïîíÿòíî, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïðè ýòîì èãðàþò îäíó èç ñàìûõ
çíà÷èòåëüíûõ ðîëåé. Ðàññìîòðèì êîíêðåòíûå ïðèìåðû.

Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèìåðà ([2]) ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè, êîòîðîé îïèñûâàþòñÿ
âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû â ñðåäå ñ êîýôôèöèåíòîì
ñîïðîòèâëåíèÿ b. Â ÷àñòíîñòè, ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîïðîëåòíàÿ áàëêà æåñòêîñòè r ñ



Ìåòîäèêà ïðåïîäàâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â âûñøåé øêîëå 139

òî÷å÷íîé äèíàìè÷åñêîé íàãðóçêîé P = P (t) â âèäå äîïîëíèòåëüíî óñòàíîâëåííîãî
íà íåé óñòðîéñòâà ìàññîé m. Òàêàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíþ
2-ãî ïîðÿäêà mÿ + bẏ + ry = P (t) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (çàäà÷à Êîøè) y(t0) =
= y0 (íà÷àëüíîå ïåðåìåùåíèå óñòàíîâëåííîãî óñòðîéñòâà) è ẏ(t0) = ẏ0 (íà÷àëüíàÿ
ñêîðîñòü).

Ñòóäåíòàì ïðåäëàãàåòñÿ ðåøèòü äàííóþ çàäà÷ó íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè, â òîì ÷èñ-
ëå è ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðíîé ñèñòåìû (íàïðèìåð, Wolfram Mathematica). Âî-ïåðâûõ,
ìîæíî ðåøèòü äàííóþ çàäà÷ó ÷åðåç ïîäñòàíîâêó Ýéëåðà è äàëåå, ïðèìåíèâ ìåòîä âà-
ðèàöèè, ïîëó÷èòü îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ïîç-
âîëÿþò îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû. Âî-âòîðûõ, òî÷íîå ðåøåíèå
òàêæå ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ âñòðîåííîé â ñèñòåìó ïðîöåäóðû DSolve. Èíòåðåñ äëÿ
ñòóäåíòîâ ïðåäñòàâëÿåò ïîèñê ñîîòâåòñòâèÿ äàííîãî ðåøåíèÿ ñ ðàíåå ïîëó÷åííûì àíà-
ëèòè÷åñêèì (èñêëþ÷åíèå ìàøèííûõ íóëåé è ôóíêöèîíàëüíûõ ïîãðåøíîñòåé, êîòîðûå
íåðåäêî âîçíèêàþò ïðè ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèÿõ).

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü îäíèì èç ìåòîäîâ, óêàçàííûõ â [1]. Êðî-
ìå òîãî, ïðîöåäóðà NDSolve ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå äàííîãî
óðàâíåíèÿ (ïðè÷åì ñ âîçìîæíîñòüþ çàäàíèÿ ìåòîäà è øàãà), ðåçóëüòàòîì êîòîðîãî ÿâ-
ëÿåòñÿ òàáëèöà çíà÷åíèé ðåøåíèÿ. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ñòóäåíòàì ïðåäëàãàåòñÿ ïîñòðîèòü
ãðàôèêè âñåõ ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé íà îäíîì ÷åðòåæå (ïðîöåäóðà Show), à âèäèìîå
ðàñõîæäåíèå íà ãðàôèêàõ êàê ðàç è ïîêàçûâàåò íàëè÷èå ðàçíîîîáðàçíûõ ïîãðåøíî-
ñòåé (âû÷èñëåíèé, ñàìèõ ìåòîäîâ è ò.ä.).

Åùå îäèí ïðèìåð ([2]) ñâÿçàí ñ çàäà÷åé î ïðîãèáå óïðóãîãî ñòåðæíÿ äëèíû l ïî-
ñòîÿííîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñ æåñòêîñòüþ íà èçãèá EJ = const, çàãðóæåííîãî
ïîïåðå÷íîé íàãðóçêîé q(x) è ñæàòîãî ñèëîé P. Äàííàÿ çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå 4-ãî ïîðÿäêà EJyIV + Py′ = q(x) ñ çàâèñÿ-
ùèìè îò óñëîâèÿ çàêðåïëåíèÿ ñòåðæíÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè çàäà÷è Øòóðìà �
Ëèóâèëëÿ.

Ñòóäåíòàì ïðåäëàãàåòñÿ óïðîùåííàÿ ìîäåëü â âèäå óðàâíåíèÿ y′′ + ky = f(x) ñ
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (òèïà Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ) y(0) = y(l) = const. Ðåøåíèå
ñëåäóåò íàéòè íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè: ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóð DSolve (çäåñü ñòóäåíòû
çíàêîìÿòñÿ ñî ñïåöèàëüíûìè ôóíêöèÿìè, ïûòàÿñü ïîíÿòü è èíòåðïðåòèðîâàòü îòâåò)
è NDSolve, à òàêæå, ïðèìåíèâ ïðîñòåéøóþ ðàçíîñòíóþ ñõåìó. Âñå ïîëó÷åííûå ðåøå-
íèÿ ñòðîÿòñÿ íà îäíîì ãðàôèêå è ïîäâåðãàþòñÿ àíàëèçó ïî îöåíèâàíèþ èìåþùèõñÿ
ïîãðåøíîñòåé. Ëèòåðàòóðà

1. Ìàòåìàòèêà: Ëàáîðàòîðíûå ðàáîòû äëÿ ñòóäåíòîâ ñòðîèòåëüíûõ ñïåöèàëüíîñòåé: â 4 ÷.
/ ñîñò.: Â.Ô. Áóáíîâ, Â.Â. Âåðåìåíþê, Å.À. Êðóøåâñêèé, À.À. Êóçíåöîâà. Ìí.: ÁÍÒÓ, 2011. ×. 1.

2. ×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ñòðîèòåëüñòâà: Ëàáîðàòîðíûé ïðàêòèêóì äëÿ ñòóäåíòîâ
ñïåöèàëüíîñòåé 1-70 02 01 ¾Ïðîìûøëåííîå è ãðàæäàíñêîå ñòðîèòåëüñòâî¿ / ñîñò. À.Â. Ñòðåëþõèí,
Ã.Ñ. Áîãîìîëîâà, Å.Ë. Ñîðîêèíà. Ìí.: ÁÍÒÓ, 2016.

ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÏÎ ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÒÅÎÐÈÈ
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÍÀ ÊÀÔÅÄÐÅ ÂÛÑØÅÉ

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ ÔÏÌÈ ÁÅËÃÎÑÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒÀ

À.À. Ëåâàêîâ, Ñ.À. Ìàçàíèê, Ã.Ï. Ðàçìûñëîâè÷

Ó èñòîêîâ èññëåäîâàíèé ïî àñèìïòîòè÷åñêîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé â Áåëàðóñè ñòîÿëè àêàäåìèê Í.Ï.Åðóãèí è ïðîôåññîð Þ.Ñ. Áîãäàíîâ, â íàñòî-
ÿøåå âðåìÿ ýòè èññëåäîâàíèÿ âåäóòñÿ ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêîâ Í.Â. Ãàéøóíà
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è Í.À. Èçîáîâà. Â ðàìêàõ âûïîëíåíèÿ çàäàíèé ÃÏÍÈ â 2000�2018 ãã. ñîòðóäíèêàìè
êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè ôàêóëüòåòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è èíôîðìàòèêè
ÁÃÓ ïîëó÷åí ðÿä ðåçóëüòàòîâ ïî òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ, ñòîõà-
ñòè÷åñêèõ è àëãåáðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì [1�3]. À èìåííî, ïîëó÷åíû òåîðåìû
ñóùåñòâîâàíèÿ ñëàáûõ, ñèëüíûõ, æèçíåñïîñîáíûõ ðåøåíèé è ðåøåíèé ñ îòðàæåíèåì
îò ãðàíèöû äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è âêëþ÷åíèé ñ èçìå-
ðèìûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè. Ïîêàçàíî, ÷òî öåíòðàëüíûé ïîêàçàòåëü ëèíåéíîé íåâîç-
ìóùåííîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ äîñòèæèìîé âåðõíåé ãðàíèöåé ïî-
äâèæíîñòè ñòàðøåãî ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî ïîêàçàòåëÿ âîçìóùåííîé ñèñòåìû ñî ñëó-
÷àéíûìè âîçìóùåíèÿìè. Èññëåäîâàíà ýêâèâàëåíòíîñòü ëèíåéíûõ ñèñòåì ñèñòåìàì ñ
áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûìè êîýôôèöèåíòàìè îòíîñèòåëüíî ãðóïïû ïðåîáðàçî-
âàíèé Ëÿïóíîâà, à òàêæå îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé àñèìïòîòè÷åñêè áëèçêèõ ê
ïîñòîÿííûì. Äîêàçàíà íåçàìêíóòîñòü áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ñèñòåì Ëàïïî-
Äàíèëåâñêîãî ðàçìåðíîñòè áîëüøå äâóõ âî ìíîæåñòâå ëèíåéíûõ ñèñòåì. Ïîñòðîåíû
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè îãðàíè÷åííîãî íà ÷èñëîâîé
ïðÿìîé ðåøåíèÿ ñëàáî íåëèíåéíîé ñèñòåìû ñ ëèíåéíûì Lp -äèõîòîìè÷íûì íà îñè
ïðèáëèæåíèåì, à òàêæå îïèñàíî ìíîæåñòâî îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé â ñëó÷àå, åñëè
ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå îáëàäàåò Lp -äèõîòîìèåé íà ïîëóîñÿõ ñ ðàçëè÷íûìè ïðîåêòî-
ðàìè. Óñòàíîâëåíà íåóñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñëàáî íåëèíåéíîé ñèñòåìû â ñëó-
÷àå Lp -äèõîòîìèè ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ ñ íåíóëåâûì âòîðûì ïðîåêòîðîì â îïðå-
äåëåíèè Lp -äèõîòîìèè. Óêàçàí ìåòîä ÿâíîãî âû÷èñëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ çà ïåðèîä äëÿ
ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ áëî÷íûì ñòðîåíèåì îòîáðàæàþùåé ìàòðèöû. Óñòàíîâëåíî óñëî-
âèå èíâàðèàíòíîñòè ìàêñèìàëüíîãî íèæíåãî ïîêàçàòåëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû ïðè ýêñïî-
íåíöèàëüíî óáûâàþùèõ âîçìóùåíèÿõ. Äëÿ ëèíåéíûõ ðåãóëÿðíûõ äèôôåðåíöèàëüíî-
àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì ñ n -ðàç äèôôåðåíöèðóåìîé íåîäíîðîäíîñòüþ äîêàçàíû êðè-
òåðèè ðàçðåøèìîñòè íà÷àëüíûõ çàäà÷. Äëÿ ëèíåéíûõ êàóçàëüíûõ äèôôåðåíöèàëüíî-
àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì ïîëó÷åí êðèòåðèé óïðàâëÿåìîñòè íà ïîäïðîñòðàíñòâî.

Ïîñòðîåíà îáùàÿ òåîðèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì: äîêàçàíû òåî-
ðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ñëàáûõ è β -ñëàáûõ ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé ñ èçìåðèìûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè è ñ ÷àñòè÷íî âûðîæäåííûì îïå-
ðàòîðîì äèôôóçèè; óñòàíîâëåíû òåîðåìû î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ñëàáûõ ðå-
øåíèé è ìîìåíòîâ âçðûâà îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé; íàéäåíû íîâûå óñëîâèÿ ïîòðàåêòîðíîé åäèíñòâåííîñòè è áåñêî-
íå÷íîé ïðîäîëæèìîñòè âïðàâî ñëàáûõ ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
ñèñòåì; äîêàçàí àíàëîã òåîðåìû Áàðáàøèíà-Êðàñîâñêîãî îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé-
÷èâîñòè äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé; ïîëó÷åíû îöåíêè ôóíê-
öèîíàëîâ îò ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíî-ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé;
äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ñëàáûõ ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíî-
ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ðàçðûâíûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè è òåîðåìà ñóùåñòâîâà-
íèÿ ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà ñ èç-
ìåðèìûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå; óñòàíîâëåíà òåîðåìà î
çàâèñèìîñòè ðåøåíèé îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé è ïðàâûõ ÷àñòåé äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ ýâî-
ëþöèîííûõ óðàâíåíèé ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà ñ èçìåðèìûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ïî Ëÿïóíîâó ëèíåéíûõ ñèñòåì ïðè ýêñïîíåí-
öèàëüíûõ âîçìóùåíèÿõ. Îïðåäåëåí èíâàðèàíò ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëÿïóíîâà � êîýôôè-
öèåíò ïðèâîäèìîñòè ëèíåéíîé ñèñòåìû � êàê îáùåå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà è ïîêà-
çàòåëÿ àñèìïòîòè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ýòèõ ñèñòåì ïðè ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëûõ
âîçìóùåíèÿõ è èññëåäîâàíî åãî ïîâåäåíèå ïðè ðàçëè÷íûõ òèïàõ ýêñïîíåíöèàëüíî
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ìàëûõ âîçìóùåíèé. Ïîñòðîåíû îöåíêè ñâåðõó õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé Ëÿ-
ïóíîâà íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èç ìíîæåñòâ
Êîïïåëÿ-Êîíòè LPS, p > 0, óñòàíàâëèàþùèå ýêñïîíåíöèàëüíóþ óñòîé÷èâîñòü ýòèõ
ñèñòåì. Äîêàçàíà ýêñïîíåíöèàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñëàáî íåëèíåé-
íûõ ñèñòåì ñ ëèíåéíûì ïðèáëèæåíèåì èç ýòèõ ìíîæåñòâ ïðè p > 1 è ïîñòðîåíû
îöåíêè ñâåðõó õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé ðåøåíèé ýòèõ ñèñòåì. Ïîëó÷åíû îöåí-
êè ñíèçó õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé ñèñòåì
ìíîæåñòâ LPN ïðè p > 0, èç êîòîðûõ ñëåäóåò íåóñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ
êàê ýòèõ ñèñòåì, òàê è ñëàáî íåëèíåéíûõ ñ ëèíåéíûì ïðèáëèæåíèåì èç ìíîæåñòâ
LPN ïðè p > 1. Óñòàíîâëåíû ãðàíèöû íèæíèõ ïîêàçàòåëåé Ïåððîíà íåòðèâèàëüíûõ
ðåøåíèé è èõ âîçìîæíîãî âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ïîêàçà-
òåëÿìè Ëÿïóíîâà ñèñòåì ìíîæåñòâ LPN. Ïîñòðîåíû îöåíêè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïî-
êàçàòåëåé Ëÿïóíîâà íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ LP -äèõîòîìèåé íà
ïîëóîñè, p > 0. Âûäåëåíû âî ìíîæåñòâàõ LPD ïîäìíîæåñòâà LPkD, äëÿ êîòîðûõ
LP -äèõîòîìèÿ ðåàëèçóåòñÿ íà ïàðàõ ïðîåêòîðîâ P1 è P2 òàêèõ, ÷òî rankP1 = k,
0 6 k 6 n. Äîêàçàíî ñâîéñòâî îòêðûòîñòè ýòèõ ïîäìíîæåñòâ îòíîñèòåëüíî ðàâíî-
ìåðíî ìàëûõ âîçìóùåíèé â ìíîæåñòâå LPD ïðè p > 1. Óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì èç ìíîæåñòâà ñè-
ñòåì Êîïïåëÿ � Êîíòè ñ ïðîèçâîëüíî çàäàííûìè êîíå÷íûìè õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè
ïîêàçàòåëÿìè, ñîâåðøàþùèìè áåñêîíå÷íûé ñêà÷îê âíèç ïîä äåéñòâèåì ýêñïîíåíöè-
àëüíî óáûâàþùèõ ëèíåéíûõ âîçìóùåíèé. Ïîëó÷åíû ðàçëè÷íûå êðèòåðèè ñóùåñòâî-
âàíèÿ ðåøåíèé, óñëîâíîé, ïîëíîé è H -óïðàâëÿåìîñòè ëèíåéíûõ ñèíãóëÿðíûõ ñèñòåì
óïðàâëåíèÿ.

Èññëåäîâàíû ñâîéñòâà ìíîæåñòâ íåïðèâîäèìîñòè è ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ íåïðèâî-
äèìîñòè ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì êàê ôóíêöèé ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçó-
þùèõ ëèíåéíûå âîçìóùåíèÿ è îãðàíè÷åííîñòü êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåì. Óñòàíîâëåíû
êðèòåðèé îòêðûòîñòè ñëîåíèé ìíîæåñòâ LP -äèõîòîìè÷íûõ ñèñòåì è èõ ðàçðóøåíèå
ïðè èíòåãðàëüíî ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ. Ïîñòðîåíû êîýôôèöèåíòíûå ïðèçíàêè èíòå-
ãðàëüíîé äèõîòîìèè è êðèòåðèé ýêñïîíåíöèàëüíîé äèõîòîìèè äèôôåðåíöèàëüíûõ
òðåóãîëüíûõ äâóõìåðíûõ ñèñòåì ñïåöèàëüíîãî âèäà. Óñòàíîâëåíà ãðóáîñòü ñâîéñòâ
Lp -äèõîòîìèè íà îñè ëèíåéíîé äèôôåðåíöèàëüíîé äèõîòîìèè è íåãðóáîñòü ýòîãî
ñâîéñòâà ïðè àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìîì âîçìóùåíèè è âîçìóùåíèè, îòëè÷íîì îò íóëÿ
ëèøü íà ñêîëü óãîäíî ìàëîì ïðîìåæóòêå. Ïîëó÷åíû ðàçëè÷íûå óñëîâèÿ ñïåêòðàëü-
íîé ïðèâîäèìîñòè è ðåãóëÿðèçèðóåìîñòè ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì, íå ðàçðåøåííûõ
îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíûõ, à òàêæå îáùèõ ñòàöèîíàðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì
óïðàâëåíèÿ, äîïóñêàþùèõ îïåðàòîðíóþ çàïèñü. Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷-
íûå óñëîâèÿ ðàçëè÷íûõ âèäîâ óïðàâëÿåìîñòè íà ïîäïðîñòðàíñòâî îäíîé íåðåãóëÿðíîé
è ðåãóëÿðíûõ äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì ñî ìíîãèìè çàïàçäûâàíèÿìè
ïî óïðàâëåíèþ è ñèñòåì ñ ðàñïðåäåëåííûì çàïàçäûâàíèåì ïî óïðàâëåíèþ. Äîêàçàíû
òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ìàðòèíãàëüíûõ ðåøåíèé ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ ñòîõàñòè÷å-
ñêèõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ èçìåðèìûìè ëîêàëüíî îãðàíè÷åííûìè êîýôôèöè-
åíòàìè è ñ çàïàçäûâàíèåì, òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ìàðòèíãàëüíûõ ðåøåíèé àáñòðàêò-
íûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ïàðàáîëè÷åñêèõ è ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ðàçðûâíûìè è
íåîãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïîëó÷åíû îöåíêè ôóíêöèîíàëîâ îò ðåøåíèé ñòî-
õàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñ ïîìîùüþ ýòèõ îöåíîê ïîëó÷åíû íî-
âûå òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ñî ñòàíäàðòíûì è äðîáíûì áðîóíîâñêèìè äâèæåíèÿìè è ñ ðàçðûâíûì îïåðàòîðîì
äèôôóçèè. Äîêàçàíû òåîðåìû îá óñòîé÷èâîñòè è àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè, î
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ñóùåñòâîâàíèè àòòðàêòîðîâ ïîëóäèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì â íåëîêàëüíî êîìïàêòíûõ ìåò-
ðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Èññëåäîâàíû îñîáåííîñòè ìåòîäà çíàêîïîñòîÿííûõ ôóíêöèé
Ëÿïóíîâà äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ïîëó÷åíû íîâûå òåî-
ðåìû îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ýòèõ óðàâíåíèé.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì òåñíî
ñâÿçàíû ñ ó÷åáíûì ïðîöåññîì íà ÔÏÌÈ è ÌÌÔ ÁÃÓ è èñïîëüçóþòñÿ ïðè ÷òåíèè ëåê-
öèé è ñïåöêóðñîâ íà êàôåäðàõ âûñøåé ìàòåìàòèêè, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è äð.
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ÐÀÇÄÅË ¾ÝËÅÌÅÍÒÛ ÒÅÎÐÈÈ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ
ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÔÈÇÈÊÈ¿ Â ÊÓÐÑÅ ¾ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ¿

Â ÒÅÕÍÈ×ÅÑÊÎÌ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒÅ

À.Â. Ìåòåëüñêèé, Å.À. Ôåäîñèê, Í.È. ×åïåëåâ

Íà èçó÷åíèå äàííîãî ðàçäåëà â ñòàíäàðòíîé ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêîé êàðòå äèñöèïëè-
íû ¾Ìàòåìàòèêà¿ îòâîäèòñÿ âñåãî 12 ÷àñîâ (6 + 6). Ìîæíî è íóæíî îáñóæäàòü ýòó
ñèòóàöèþ, íî ïîñêîëüêó ìû íå â ñîñòîÿíèè åå èçìåíèòü, òî ëó÷øå îáñóäèòü ñîäåðæà-
íèå ýòîãî ðàçäåëà. Íåîáõîäèìî ïðèâåñòè îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, êàñàþùèåñÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíûå çàäà÷è
óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè (ÓÌÔ), äàòü ñòóäåíòàì ïðåäñòàâëåíèå î ìåòîäàõ
èõ ðåøåíèÿ. Äóìàåòñÿ, ÷òî çà ýòî ñâåðõîãðàíè÷åííîå âðåìÿ íóæíî ðàññìîòðåòü ñëå-
äóþùèå âîïðîñû è ðàññòàâèòü ñëåäóþùèå àêöåíòû.

1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ òåîðèè ÓÌÔ. Äàòü îïðåäåëåíèå äèôôåðåíöèàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, åãî ïîðÿäêà è îïðåäåëåíèå ðåøåíèÿ, ïîä÷åðê-
íóâ, ÷òî çäåñü ðåøåíèå � ýòî ôóíêöèÿ ìíîãèõ ïåðåìåííûõ, îïðåäåëåííàÿ â íåêîòîðîé
îáëàñòè, â îòëè÷èå îò ðåøåíèÿ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

2. Îñíîâíûå ÓÌÔ. Çäåñü íóæíî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü âûâîä âîëíîâîãî óðàâ-
íåíèÿ, ïðèâåñòè óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè è óðàâíåíèå Ëàïëàñà, óêàçàâ èõ ïðî-
èñõîæäåíèå. Ðàçóìååòñÿ, ñëåäóåò ïîÿñíèòü ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû, ó÷èòûâàåìûå ïðè
âûâîäå ýòèõ óðàâíåíèé è ôèçè÷åñêèé ñìûñë èõ ðåøåíèé. Ïðèâîäÿ óðàâíåíèå Ëàïëà-
ñà, êîíå÷íî, ñëåäóåò íàïîìíèòü îïðåäåëåíèå ãàðìîíè÷åñêîãî ïîëÿ è îòìåòèòü, ÷òî
äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè ôóíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé, àíàëèòè÷åñêîé â
îáëàñòè, óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà.

3. Êëàññèôèêàöèÿ ëèíåéíûõ ÓÌÔ 2-ãî ïîðÿäêà. Äàòü êëàññèôèêàöèþ òà-
êèõ óðàâíåíèé è íàçâàòü òèïè÷íûõ ïðåäñòàâèòåëåé äëÿ êàæäîãî êëàññà.

4. Ïîñòàíîâêà îñíîâíûõ êðàåâûõ çàäà÷ è ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ. Ïðåäëàãà-
åòñÿ äëÿ òðåõ îñíîâíûõ ÓÌÔ: âîëíîâîãî, òåïëîïðîâîäíîñòè è Ëàïëàñà èçó÷èòü òàêèå
çàäà÷è.
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4.1. Ñôîðìóëèðîâàòü êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ñòðóíû ñ ôèêñè-
ðîâàííûìè êîíöàìè è çàäà÷ó Êîøè äëÿ áåñêîíå÷íîé ñòðóíû, ïîä÷åðêíóâ íàëè÷èå
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â ïåðâîì ñëó÷àå. Äàòü ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ âîëíîâîãî óðàâ-
íåíèÿ ìåòîäîì Äàëàìáåðà (ìåòîäîì çàìåíû ïåðåìåííûõ).

4.2. Ðàçîáðàòü ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà â áåñ-
êîíå÷íîì ñòåðæíå ìåòîäîì Ôóðüå. Òåì ñàìûì ìû ¾îæèâëÿåì¿ òåîðèþ ðÿäîâ è èí-
òåãðàëà Ôóðüå. Ïðèâåñòè ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ïîëóáåñêîíå÷íîãî ñòåðæíÿ ñ
íóëåâûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì îïåðàöèîííûì ìåòîäîì. Ïîä÷åðêíóòü, ÷òî îïåðàöèîí-
íûì ìåòîäîì ìîæíî ðåøàòü íå òîëüêî òèïîâûå çàäà÷è äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé.

4.3. Íà ïðàêòè÷åñêîì çàíÿòèè ïîçíàêîìèòü ñòóäåíòîâ ñ ìåòîäîì ñåòîê íà ïðèìåðå
ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â ïðÿìîóãîëüíèêå. Ïîÿñíèòü çàìåíó
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì. Îòìåòèòü, ÷òî ïîãðåøíîñòü
ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî ìåòîäîì ñåòîê, ñêëàäûâàåòñÿ èç ïîãðåøíîñòè
àïïðîêñèìàöèè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ðàçíîñòíûìè è ïîãðåøíîñòè, âîçíè-
êàþùåé â ðåçóëüòàòå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé. Ðàçî-
áðàòü ïîíÿòèÿ óñòîé÷èâîñòè è ñõîäèìîñòè ðàçíîñòíîé ñõåìû. Çäåñü ñòóäåíòû ïîëó-
÷àþò ïðåäñòàâëåíèå íå òîëüêî î ìåòîäå ñåòîê äëÿ ðåøåíèÿ ÓÌÔ, íî è î ïðèìåíåíèè
âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷, à òàêæå î âîç-
íèêàþùèõ ïðè ýòîì âîïðîñàõ è ïðîáëåìàõ.

Òàêèì îáðàçîì, äàæå ïðè êðàòêîì èçó÷åíèè ðàçäåëà ¾Ýëåìåíòû òåîðèè ÓÌÔ¿,
åñòü âîçìîæíîñòü ðàñøèðèòü ó ñòóäåíòîâ ïðåäñòàâëåíèå î êðóãå çàäà÷, èçó÷àåìûõ
â êóðñå ìàòåìàòèêè, ïîä÷åðêíóâ èõ ñâÿçü ñ êîíêðåòíûìè ôèçè÷åñêèìè çàäà÷àìè,
óñèëèòü ïðåäñòàâëåíèå î ïðèêëàäíîé íàïðàâëåííîñòè êóðñà ìàòåìàòèêè â öåëîì. È,
ãëàâíîå, � ðàçäåë ¾Ýëåìåíòû òåîðèè ÓÌÔ¿ ïðåäîñòàâëÿåò âîçìîæíîñòü ïîêàçàòü
ïîëåçíîñòü ðàíåå èçó÷àâøèõñÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé è ìåòîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ
ñëîæíûõ è ïðàêòè÷åñêè çíà÷èìûõ çàäà÷.

ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅ ÏÎÍßÒÈÉÍÛÕ ÊÀÐÒ È ÁËÎÊ-ÑÕÅÌ
Â ÏÐÎÖÅÑÑÅ ÏÐÅÏÎÄÀÂÀÍÈß ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ

ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

Í.Ï. Ïó÷êîâ, Í.È. Ëîáàíîâà

Ðàçäåë ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ¿ ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå çíà÷èìûì â ïðîãðàì-
ìå ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí òåõíè÷åñêîãî âóçà, òàê êàê ëåæèò â îñíîâå ðàçâèòèÿ
ñïîñîáíîñòåé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé � äîâîëüíî ñëîæíûé è îáúåìíûé êóðñ ìàòåìàòèêè, è óñïåøíîñòü åãî èçó÷åíèÿ
âî ìíîãîì îïðåäåëÿåòñÿ êà÷åñòâîì ïðîâåäåíèÿ íà÷àëüíûõ çàíÿòèé: íàñêîëüêî îáó÷à-
åìûå íàéäóò îáùèé ÿçûê ñ îáó÷àþùèìè (áóäóò ïîíèìàòü äðóã äðóãà, èìåòü îáùèé
òåçàóðóñ) è íàñêîëüêî îáó÷àåìûì ïîêàæåòñÿ çíà÷èìîé òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé äëÿ ðåøåíèÿ èíæåíåðíûõ çàäà÷.

Íà÷àëüíûå ðàçäåëû òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé öåëåñîîáðàçíî èçó÷àòü
íà îñíîâå ïðàêòèêî-îðèåíòèðîâàííîãî ïîäõîäà, ñâÿçûâàþùåãî èõ ñ äðóãèìè íàóêàìè
ïîñðåäñòâîì ñþæåòîâ èëè ÿâëåíèé ðåàëüíîé äåéñòâèòåëüíîñòè. Äëÿ ãëóáîêîãî óñâîå-
íèÿ ëþáîãî ðàçäåëà èçó÷àåìîé äèñöèïëèíû, îáó÷àåìîìó âàæíî, åñëè ýòî âîçìîæíî,
èìåòü ÿñíîå ïðåäñòàâëåíèå î ñòðóêòóðå ýòîãî ðàçäåëà, ïîíèìàòü è âèäåòü ýòàïû åãî
âîçíèêíîâåíèÿ, ñòàíîâëåíèÿ è ðàçâèòèÿ. Âñå ýòî ìîæíî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü íà ïðè-
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ìåðå êëàññè÷åñêîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, ÿâëÿþùåé
ñîáîé åñòåñòâåííûé íåïîñðåäñòâåííûé ïåðåõîä îò äèôôåðåíöèàëüíîãî è èíòåãðàëüíî-
ãî èñ÷èñëåíèé (áåç ïðèâëå÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ âñïîìîãàòåëüíûõ ñâåäåíèé èç äðó-
ãèõ ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè) ê ðåøåíèþ äîñòàòî÷íî íåïðîñòûõ êâàçèïðîôåññèîíàëüíûõ
çàäà÷ èíæåíåðíîé äåÿòåëüíîñòè.

Âàæíóþ ðîëü äëÿ ãëóáîêîãî è ÿñíîãî ïîíèìàíèÿ îñíîâíûõ òåì èç íà÷àëüíûõ ðàç-
äåëîâ òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èãðàþò Ïîíÿòèéíûå Êàðòû è òåñíî ñâÿ-
çàííûå ñ íèìè áëîê-ñõåìû ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé. Ïîíÿòèéíûå Êàðòû � ïðîñòðàí-
ñòâåííûå ïîñòðîåíèÿ, òðåáóþùèå îò ñòóäåíòîâ òùàòåëüíîãî âûÿâëåíèÿ ãëóáèííîé
ñòðóêòóðû èçó÷àåìîãî ìàòåðèàëà. Ñ èõ ïîìîùüþ ìîæíî îòðàçèòü ñòðóêòóðó çíàíèé
ñòóäåíòà è ïîêàçàòü, êàê íîâàÿ èíôîðìàöèÿ âñòðàèâàåòñÿ â òî, ÷òî óæå èçâåñòíî ñòó-
äåíòó. Ýòî ïðîñòîé èíñòðóìåíòàðèé äëÿ îáíàðóæåíèÿ ïîíèìàíèÿ èëè íåïîíèìàíèÿ â
èçó÷åíèè ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîíÿòèé. [1]

Ñòóäåíòû äîëæíû íåïðåìåííî âëàäåòü ñïîñîáíîñòÿìè ñîñòàâëÿòü Ïîíÿòèéíûå
Êàðòû; íàó÷èòü èõ ýòîìó � ïåðâàÿ çàäà÷à ïðåïîäàâàòåëÿ. Âòîðàÿ çàäà÷à ïðåïîäàâà-
òåëÿ � ñîçäàòü ñèñòåìó îöåíêè êà÷åñòâà ñîñòàâëåíèÿ ñòóäåíòàìè Ïîíÿòèéíûõ Êàðò
(êàê êîëè÷åñòâåííûì, òàê è êà÷åñòâåííûì ñïîñîáîì), ââîäÿ ñîîòâåòñòâóþùèå êðè-
òåðèè. Ñòóäåíòû ðàçðàáàòûâàþò èíäèâèäóàëüíûå Ïîíÿòèéíûå Êàðòû, ãäå äîëæíû
ñî÷åòàòüñÿ îáà êîìïîíåíòà êðèòè÷åñêîãî ìûøëåíèÿ: äåÿòåëüíîñòíûé, íàïðàâëåííûé
íà îòðàæåíèå ãëóáèííîé ñòðóêòóðû ó÷åáíîé òåìû è îöåíî÷íûé, ïîçâîëÿþùèé âåñòè
äëÿ íåå êà÷åñòâåííûé îòáîð ôðàãìåíòîâ. Îâëàäåíèå íàâûêàìè ñîñòàâëåíèÿ Ïîíÿòèé-
íûõ Êàðò äîëæíî ñîïðîâîæäàòüñÿ îöåíêîé ðîñòà ó÷åáíûõ äîñòèæåíèé ñòóäåíòîâ êàê
ýëåìåíòàìè îáðàòíîé ñâÿçè äëÿ èõ ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ.

Ïîíÿòèéíûå Êàðòû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ýôôåêòèâíîå ñðåäñòâî ïîâûøåíèÿ
êà÷åñòâà ó÷åáíîãî ïðîöåññà. Ïðåïîäàâàòåëÿì îíè äàþò âîçìîæíîñòü êîíòðîëèðîâàòü
ðàçâèòèå ãëóáèííîé ñòðóêòóðû çíàíèé êàæäîãî ñòóäåíòà, âèçóàëèçèðîâàòü èçíà÷àëü-
íóþ ñòðóêòóðó ïîíÿòèé ñòóäåíòîâ, îáíàðóæèòü âîçìîæíûå íåïðàâèëüíûå ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ â íåé è ñêîððåêòèðîâàòü èõ â õîäå ó÷åáíîãî ïðîöåññà. Ñòóäåíòàì îíè ïîìîãàþò
ïîíÿòü ó÷åáíûé ìàòåðèàë, ñôîðìèðîâàòü ãëóáèííóþ ñòðóêòóðó ñîáñòâåííûõ çíàíèé
ïî îòäåëüíûì òåìàì è ïî ïðåäìåòó â öåëîì, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ñïîñîáñòâóåò äîëãî-
âðåìåííîìó çàïîìèíàíèþ.

Êàê ïîêàçàë îïûò íàøåé ðàáîòû, ïåðâàÿ êàðòà äîëæíà áûòü ïîñâÿùåíà òåìå ¾Îñ-
íîâíûå ïîíÿòèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé¿. Âàæíûì àñïåêòîì çäåñü ÿâëÿåòñÿ
èåðàðõè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà êàðòû: íàèáîëåå îáùèå è çíà÷èìûå ïîíÿòèÿ íàõîäÿòñÿ íà-
âåðõó êàðòû, ïî ìåðå ¾ñíèæåíèÿ¿ ðàíã ïðåäñòàâëåííûõ ïîíÿòèé óìåíüøàåòñÿ. Âòîðîé
ìîæåò áûòü êàðòà ¾Îñíîâíûå êëàññû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé¿, îðèåíòèðîâàí-
íàÿ íà çàïîìèíàíèå âèäà îñíîâíûõ êëàññîâ òàêèõ óðàâíåíèé è ïðèíÿòîãî ïîðÿäêà èõ
èçó÷åíèÿ.

Ñ Ïîíÿòèéíûìè Êàðòàìè òåñíî ñâÿçàíû áëîê-ñõåìû (àëãîðèòìû), êîòîðûå â îò-
ëè÷èå îò íèõ, ïðåäñòàâëÿþò ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ îñíîâíûõ êëàññîâ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé. Çíà÷èìûì ÿâëÿåòñÿ ñïîñîáíîñòü îáó÷àåìûõ óìåòü ñîñòàâëÿòü
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ðåàëüíûå ÿâëåíèÿ, ñ êîòîðûìè ïðèõî-
äèòñÿ ñòàëêèâàòüñÿ â ïîâñåäíåâíîé æèçíè. Çäåñü íåîáõîäèìîé äëÿ äåìîíñòðàöèè çíà-
÷èìîñòè ÿâëÿåòñÿ áëîê-ñõåìà ïî òåìå ¾Ïðàêòè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé¿.

Âåñüìà öåëåñîîáðàçíûì ÿâëÿåòñÿ íàïîëíåíèå ñîäåðæàíèÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû
îáó÷àåìûõ çàäàíèÿìè ïî ðàçðàáîòêå èíäèâèäóàëüíûõ Ïîíÿòèéíûõ Êàðò è áëîê-ñõåì
ïî ïðîéäåííûì òåìàì ñ öåëüþ âûðàáîòêè óñòîé÷èâûõ íàâûêîâ â ýòîé ðàáîòå.
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Îâëàäåíèå íàâûêàìè ñîñòàâëåíèÿ Ïîíÿòèéíûõ Êàðò ïî ó÷åáíîé äèñöèïëèíå ¾Äèô-
ôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ¿ îðãàíèçîâûâàëîñü íàìè íà äâóõ îáðàçîâàòåëüíûõ óðîâ-
íÿõ: â Öåíòðå âíåøêîëüíîé ðàáîòû ã. Çåëåíîêóìñêà Ñòàâðîïîëüñêîãî êðàÿ (äîïîë-
íèòåëüíîå îáùåå ñðåäíåå îáðàçîâàíèå) è íà èíæåíåðíûõ ôàêóëüòåòàõ Òàìáîâñêîãî
ãîñóäàðñòâåííîãî òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà (âûñøåå îáðàçîâàíèå). Îáó÷àþùèìèñÿ
ñàìîñòîÿòåëüíî ðàçðàáàòûâàëîñü ïî âîñåìü Ïîíÿòèéíûõ Êàðò è áëîê-ñõåì, îõâàòû-
âàþùèõ ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçäåëû êóðñà:

1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé;
2. Îñíîâíûå êëàññû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé;
3. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà;
4. Óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè è ïðèâîäÿùèåñÿ ê íèì;
5. Ëèíåéíûå îäíîðîäíûå è íåîäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ;
6. Óðàâíåíèÿ â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ è ïðèâîäÿùèåñÿ ê íèì;
7. Ãåîìåòðè÷åñêèå çàäà÷è, ïðèâîäÿùèåñÿ ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì;
8. Ôèçè÷åñêèå çàäà÷è, ïðèâîäÿùèåñÿ ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì.
Ðåçóëüòàòû âíåäðåíèÿ ýòîé ìåòîäèêè ïðèâåëî ê çàìåòíîìó ïîâûøåíèþ êà÷åñòâåí-

íîé óñïåâàåìîñòè îáó÷àþùèõñÿ è îòñóòñòâèþ êàêèõ-ëèáî ñëîæíîñòåé âëàäåíèÿ ïîíÿ-
òèéíûì àïïàðàòîì.

Àâòîðû ïðèøëè ê âûâîäó, ÷òî ïðèìåíåíèå Ïîíÿòèéíûõ Êàðò è áëîê-ñõåì ñ öå-
ëüþ äîñòèæåíèÿ öåëîñòíîñòè çíàíèé îáó÷àåìûõ, îáåñïå÷èâàåò èõ ãëóáèíó, ïðî÷íîñòü,
îñîçíàííîñòü, ñâÿçûâàåò ñ äðóãèìè ðàçäåëàìè ìàòåìàòèêè â ðàìêàõ îñóùåñòâëåíèÿ
ïðèíöèïîâ íåïðåðûâíîñòè, ïðååìñòâåííîñòè è ñèñòåìíîñòè îáðàçîâàíèÿ.
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Î ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÈ ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÎÉ ÌÀÒÐÈÖÛ
ËÈÍÅÉÍÎÃÎ ÂÅÊÒÎÐÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

Ã.Ï. Ðàçìûñëîâè÷, À.Â. Ôèëèïöîâ

Êàê èçâåñòíî, îäíîé èç ôîðì ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû ëèíåéíîãî
ñòàöèîíàðíîãî âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ

ẋ = Ax, x ∈ Rn,

ñ âåùåñòâåííîé ìàòðèöåé A ÿâëÿåòñÿ ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ eAt. Îäíàêî ïîñòðîåíèå
ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû èìååò ðÿä îïðåäåëåííûõ òðóäíîñòåé. Íàïðèìåð, äëÿ ïðèìå-
íåíèÿ êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû eAt, îñíîâàííîì íà èñïîëüçîâàíèè
æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìû ìàòðèöû A, íåîáõîäèìî çíàòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
ìàòðèöû A. Íî òî÷íîå âû÷èñëåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íå âñåãäà âîçìîæíî. Âìåñòå
ñ òåì, âî ìíîãèõ ôèçè÷åñêèõ çàäà÷àõ, â ÷àñòíîñòè, â òåîðèè óïðàâëåíèÿ, âîçíèêàåò
íåîáõîäèìîñòü íàéòè çíà÷åíèå ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû â íåêîòîðîé ôèêñèðîâàí-
íîé òî÷êå t = t1.

Â íàñòîÿùåì äîêëàäå èçëàãàåòñÿ ìåòîä íàõîæäåíèÿ ìàòðèöû eAt1 ñ çàäàííîé òî÷-
íîñòüþ ε áåç íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A. Òàê êàê ìàòðè÷íàÿ ýêñ-
ïîíåíòà eAt1 ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà

∑∞
i=0 (At1)i/i!, òî äëÿ ëþáîãî ε > 0

ñóùåñòâóåò íîìåð N = N(ε, t1) òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ m > N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî



146 ¾ÅÐÓÃÈÍÑÊÈÅ ×ÒÅÍÈß�2018¿

‖eAt1 − ρm(At1)‖ 6 ε, ãäå ρm(At1) =
∑m

i=0 (At1)i/i!, ïðè÷åì íîìåð N óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ [1]

e‖A‖t1
(‖A‖t1)N+1

(N + 1)!

(
1− ‖A‖t1

N + 2

)−1

6 ε.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî çàäàííîìó ε ìîæíî îïðåäåëèòü íîìåð N äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî
ñðàâíåíèå ρN(At1) ≈ eAt1 ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ. Îäíàêî ÷èñëî N ìîæåò îêàçàòüñÿ
íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òî íàõîæäåíèå ìàòðèöû ρN(At1) c èñïîëüçîâàíèåì ïðÿìîãî
ñóììèðîâàíèÿ ìîæåò âûçâàòü âû÷èñëèòåëüíûå òðóäíîñòè. Ïîýòîìó äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà
÷èñëî N çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäèò ïîðÿäîê ìàòðèöû A áóäåò áîëåå ýôôåêòèâíûì
ïðåäëàãàåìûé íèæå ìåòîä.

Åñëè ìíîãî÷ëåí ∆(λ) =
∑k

i=0 aiλ
k−i ÿâëÿåòñÿ àííóëèðóþùèì ìíîãî÷ëåíîì ìàò-

ðèöû A, òî ìíîãî÷ëåí ∆̃(λ) =
∑k

i=0(ait
i
1)λk−i ÿâëÿåòñÿ àííóëèðóþùèì ìíîãî÷ëå-

íîì äëÿ ìàòðèöû At1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè λ = At1 çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà ρN(λ) =

=
∑N

i=0 λ
i/i! áóäåò ñîâïàäàòü ñ çíà÷åíèåì ìíîãî÷ëåíà r(λ), ÿâëÿþùåãîñÿ îñòàòêîì

ïðè äåëåíèè ρN(λ) íà ∆̃(λ), òî åñòü ρN(At1) = r(At1). Â ñëó÷àå, åñëè â êà÷åñòâå àí-
íóëèðóþùåãî ìíîãî÷ëåíà ∆(λ) âûáðàí õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû A,
ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà r(λ) íå ïðåâîñõîäèò ïîðÿäîê ìàòðèöû A.

Îòìåòèì, ÷òî ëþáàÿ ìàòðèöà A ïîäîáíà ìàòðèöå Ôðîáåíèóñà, äëÿ êîòîðîé ïî-
ñòðîåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà íå âûçûâàåò òðóäíîñòåé è äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ýëåìåíòîâ ìàòðèöû r(At1) ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ [2].
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ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈ ÏÎÄÃÎÒÎÂÊÈ ÒÅÑÒÎÂÛÕ ÇÀÄÀÍÈÉ
ÏÎ ÊÓÐÑÓ ¾ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß¿

Â ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÎÌ ÂÓÇÅ

Ë.Â. Ñòàíèøåâñêàÿ, Í.Â. Øàìóêîâà

Ìàòåìàòèêà ÿâëÿåòñÿ ìîùíûì ñðåäñòâîì ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷.
Ñïåöèàëèñòû-ìàòåìàòèêè ïîëüçóþòñÿ ïîâûøåííûì ñïðîñîì â ëþáîé îòðàñëè ïðî-
ìûøëåííîñòè, òàê êàê îíè óìåþò ëîãè÷åñêè ìûñëèòü, óìåþò ðàáîòàòü ñ íîâûì ìàòå-
ðèàëîì, êëàññèôèöèðîâàòü åãî è ò.ä.

Ìàòåìàòèêà, êàê ó÷åáíàÿ äèñöèïëèíà, ïðî÷íî çàíÿëà ìåñòî â ó÷åáíûõ ïëàíàõ âñåõ
ýêîíîìè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé Áåëîðóññêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî ýêîíîìè÷åñêîãî óíè-
âåðñèòåòà. Ïðîöåññ óñâîåíèÿ çíàíèé è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì óìåíèé ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç
âàæíåéøèõ ýòàïîâ îáó÷åíèÿ, îñíîâíîé öåëüþ è ãëàâíûì ðåçóëüòàòîì ó÷åáíîé äåÿòåëü-
íîñòè. Íî äëÿ óñïåøíîãî óñâîåíèÿ êóðñà âûñøåé ìàòåìàòèêè, ñëóæàùåãî ôóíäàìåí-
òîì ýêîíîìè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ, íåäîñòàòî÷íî îòâîäèìîãî êîëè÷åñòâà ëåêöèîííûõ
è ïðàêòè÷åñêèõ ÷àñîâ. Äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî óñâîåíèÿ çíàíèé ñòóäåíòîì íåîáõîäèìà
ðàáîòà, íàïðàâëåííàÿ íà çàêðåïëåíèå çíàíèé, íà èõ óñîâåðøåíñòâîâàíèå.

Ïðåïîäàâàòåëè êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè ÁÃÝÓ äëÿ çàêðåïëåíèÿ ìàòåðèàëà
èñïîëüçóþò êîëëîêâèóìû, ïðàêòè÷åñêèå çàíÿòèÿ, êîíòðîëüíûå ðàáîòû, äèäàêòè÷å-
ñêèå ìàòåðèàëû, òåìàòè÷åñêèå ñîîáùåíèÿ è, êîíå÷íî æå, òåñòèðîâàíèå.
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Òåñòîâîå äâèæåíèå íàáèðàåò òåìïû âî âñåì ìèðå. Íàøà ðåñïóáëèêà òàêæå íå ÿâ-
ëÿåòñÿ èñêëþ÷åíèåì. Ïóòåì ïðîâåäåíèÿ öåíòðàëèçîâàííîãî òåñòèðîâàíèÿ ïðîâîäèòñÿ
ïðèåì â âûñøèå ó÷åáíûå çàâåäåíèÿ â Ðåñïóáëèêå Áåëàðóñü.

Òåñòû èñïîëüçóþòñÿ â ÁÃÝÓ è êàê ôîðìà êîíòðîëÿ çíàíèé ñòóäåíòîâ äíåâíîé
ôîðìû îáó÷åíèÿ, è êàê äîïóñê ñòóäåíòîâ ê ñäà÷å çà÷åòîâ è ýêçàìåíîâ íà çàî÷íîé
ôîðìå îáó÷åíèÿ. Òåñòû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó âîïðîñîâ è çàäàíèé, ïðåäïîëàãà-
þùèõ íàëè÷èå êðàòêèõ è îäíîçíà÷íûõ îòâåòîâ. Èñïîëüçóþòñÿ îòêðûòûå è çàêðûòûå
òåñòû. Ñóòü çàêðûòûõ òåñòîâ ñîñòîèò â âûáîðå ïðàâèëüíîãî îòâåòà èç íåñêîëüêèõ
ïðåäëîæåííûõ âàðèàíòîâ. Îòêðûòûå òåñòû îñíîâàíû íà ïðèíöèïå äîïîëíåíèÿ íåäî-
ñòàþùåé ñìûñëîâîé åäèíèöû, óñòàíîâëåíèÿ ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ãðóïïàìè ñìûñëîâûõ
åäèíèö èëè ïðàâèëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èõ èçëîæåíèÿ. Ñîäåðæàíèå òåñòîâ äîëæ-
íî âêëþ÷àòü â ñåáÿ òàêèå çàäàíèÿ, â êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ ðåçóëüòàòû âûïîëíåíèÿ
ïðåäûäóùèõ çàäàíèé. Ïðåäëàãàåìûå òåñòû äîëæíû òàêæå âêëþ÷àòü â ñåáÿ çàäàíèÿ,
â ïðîöåññå âûïîëíåíèÿ êîòîðûõ ñòóäåíò îâëàäåâàåò òåõíîëîãèåé ðåøåíèÿ, óñâàèâàåò
íîâûå îïåðàöèè è ïðèåìû óìñòâåííûõ äåéñòâèé. Êðîìå òîãî, â õîäå ðàáîòû ñ òåñòàìè
ñòóäåíò ïåðåíîñèò ðàíåå óñâîåííûå îïåðàöèè, çíàíèÿ è ïðèåìû íà íîâûé ìàòåðèàë.
Ïðè âûïîëíåíèè òåñòà ñòóäåíò êîíñòðóèðóåò íóæíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé,
âûáèðàÿ èõ èç ïðåäëîæåííîãî ñïèñêà.

Òàêèì îáðàçîì, òåñòû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñðåäñòâî ïðîâåðêè è îöåíêè çíà-
íèé ñòóäåíòîâ. Òåñò ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îáúåêòèâíóþ èíôîðìàöèþ î ñòåïåíè îñâî-
åíèÿ ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà, ñâîåâðåìåííî âûÿâèòü íåäîñòàòêè è ïðîáëåìû â çíàíèÿõ.
Ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ ïîçâîëÿþò ñòóäåíòó àäåêâàòíî îöåíèòü ñâîè çíàíèÿ, êðèòè-
÷åñêè îòíåñòèñü ê ñâîèì ó÷åáíûì äîñòèæåíèÿì.

Ðàçäåë ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ¿ âõîäèò â ïðîãðàììó îáùåãî êóðñà âûñ-
øåé ìàòåìàòèêè äëÿ ñòóäåíòîâ 1-ãî êóðñà âñåõ ôàêóëüòåòîâ ÁÃÝÓ. Ïðèâåäåì ïðèìåð
òåñòà, êàê ýòàï ïðîìåæóòî÷íîãî êîíòðîëÿ çíàíèé ñòóäåíòà ïî òåìå ¾Ëèíåéíûå äèô-
ôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà¿ è ¾Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà¿.

1. Ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà èìååò âèä:
Âàðèàíòû îòâåòîâ: 1) y′ + p(x)y2 = q(x); 2) y2 + p(x) y = q(x); 3) y = ax + b;

4) y′ + p(x) y = q(x); 5) P (x, y) dx+Q(x, y) dy = 0.

2. Äàíû óðàâíåíèÿ: à) y′ + y = x; á) y′x + xy = 1; â) y′ +
x

y
= y; ã) y′ +

y

x
= ex;

ä) y cosx + x sin y = 1. Ëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà
ÿâëÿþòñÿ:

Âàðèàíòû îòâåòîâ: 1) à), á), ã); 2) â), ã); 3) à), â), ã); 4) á), ä); 5) á), â), ã).
3. Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y′ − y = ex èìååò âèä:
Âàðèàíòû îòâåòîâ: 1) y = ex +C; 2) y = ex(x+C); 3) y = ex+C ; 4) y = x(ex +C);

5) y = (x+ C)(ex + C).

4. Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y′ − y

x
= x cosx èìååò âèä:

Âàðèàíòû îòâåòîâ: 1) y = sin x + C; 2) y = x(sinx + C); 3) y = x(cosx + C);

4) y = (x+ C) sinx; 5) y =

(
1

2
x2 + C

)
sinx.

5. Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y′ − y

x
= 3x3 èìååò âèä:

Âàðèàíòû îòâåòîâ: 1) y = 3x3 + C; 2) y = 3x3(lnx+ C); 3) y =
3

4
x5 + Cx; 4) y =

= x4 + Cx; 5) y =

(
1

2
x2 + C

)
lnx.
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6. Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ xy′ = 1 ÿâëÿåòñÿ:

Âàðèàíòû îòâåòîâ: 1) y = x; 2) y = 1; 3) y = − 1

x2
; 4) y = ex; 5) y = lnx.

7. Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ y′ tg x = y + 2 ÿâëÿåòñÿ:
Âàðèàíòû îòâåòîâ: 1) y = sinx− 2; 2) y = cos 2x; 3) y = tg x+ 2; 4) y = cosx+C;

5) y = ctg x.
8. Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y′ = 2

√
y èìååò âèä y = (x+C)2. ×àñòíûì ðåøåíèåì

äàííîãî óðàâíåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ y = 4 ïðè x = 1, ÿâëÿåòñÿ:
Âàðèàíòû îòâåòîâ: 1) y = (x + 1)2; 2) y = (x − 1)2; 3) y = (x + 2)2; 4) y = x2;

5) y = (x− 4)2.
9. Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y′ + y = 0 èìååò âèä:

Âàðèàíòû îòâåòîâ: 1) y = ex+C; 2) y = cosx+C; 3) y = e−x+C; 4) y = −1

2
y2 +C;

5) y = Ce−x.
10. ×àñòíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ y′ − cosx = 1, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ y = 0

ïðè x = π, ÿâëÿåòñÿ:
Âàðèàíòû îòâåòîâ: 1) y = x + sin x − π; 2) y = cos x + 1; 3) y = sin x; 4) y = π;

5) y = x− sinx+ π.
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ÏÐÎÃÐÀÌÌÍÛÉ ÊÎÌÏËÅÊÑ PhaPl
ÄËß ÀÂÒÎÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß È ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß

ÔÀÇÎÂÛÕ ÏÎÐÒÐÅÒÎÂ ÍÀ ÏËÎÑÊÎÑÒÈ
È ÈÍÑÒÐÓÌÅÍÒÀËÜÍÛÅ ÑÐÅÄÑÒÂÀ ÃÅÍÅÐÀÖÈÈ ÇÀÄÀ×

À.À. ×åðåïàíîâ

Ïîñòðîåíèå è èññëåäîâàíèå ôàçîâîãî ïîðòðåòà ñèñòåìû

ẋ = P (x, y), ẏ = Q(x, y),

ãäå P è Q � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, ÿâëÿåòñÿ âàæíîé ó÷åáíîé çàäà÷åé ïðè èçó÷åíèè
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ òðóäîåìêèì ïðîöåññîì, ïîýòîìó ïðîâåðêà ðåøå-
íèÿ è ðàçáîð çàäà÷è â ñëó÷àå îøèáêè ó÷àùåãîñÿ òðåáóþò ìíîãî âðåìåíè îò ïðåïîäàâà-
òåëÿ. Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàòðàò âðåìåíè è äëÿ ïîâûøåíèÿ âîâëå÷åííîñòè ñòóäåíòîâ áûë
ðàçðàáîòàí íàãëÿäíûé, èíòåðàêòèâíûé ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ PhaPl. Îí âíåäðåí â
ó÷åáíûé ïðîöåññ Ðîññèéñêîãî ýêîíîìè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà èì. Ã.Â. Ïëåõàíîâà è íà
êàôåäðå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Ìîñ-
êîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà. Ðåçóëüòàòû ïîäðîáíî
îïèñàíû â [1]. PhaPl ïîçâîëÿåò ââîäèòü ïðîèçâîëüíûå çàäà÷è è ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ
â èññëåäîâàíèÿõ.
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Äëÿ óäîáñòâà èñïîëüçîâàíèÿ ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âìåñòå ñ
çàäà÷àìè èç ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ [2]. PhaPl ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì ïðîãðàììíûì îáåñïå÷å-
íèåì, îäíàêî àâòîðñêèå ïðàâà íà íàáîð çàäà÷ ñîêðàùàþò âîçìîæíîñòè ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà. Æåëàíèå ñäåëàòü PhaPl ìàêñèìàëüíî äîñòóïíûì è
ñîäåðæàùèì âûñîêîêà÷åñòâåííûé íàáîð çàäà÷ ïðèâåëî ê âîïðîñó àâòîìàòè÷åñêîé ãå-
íåðàöèè çàäà÷ ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè.

Åñòü ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê ãåíåðàöèè çàäà÷ [3]. Äëÿ ãåíåðàöèè çàäà÷ íà ïîñòðîå-
íèå è èññëåäîâàíèå ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí øàáëîí, äåìîíñòðè-
ðóþùèé âñå òèïû ïðîñòûõ îñîáûõ òî÷åê [4]. ×òîáû çàäà÷è íå âûãëÿäåëè øàáëîííî,
ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ìåòîä ãåíåðàöèè ñëó÷àéíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ âûðàæåíèé.
Ðàñøèðåííûé ìåòîä [5] âêëþ÷àåò â ñåáÿ ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ îïðåäåëåíèÿ åå êîððåêò-
íîñòè. Òàêèì îáðàçîì îáúåäèíåíèå PhaPl è ãåíåðàòîðà çàäà÷ â åäèíóþ ó÷åáíóþ ñðåäó
ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷íûì ðàçâèòèåì ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà.

Åñëè ó÷àùèéñÿ íå ñïðàâèëñÿ ñ çàäà÷åé, òî PhaPl èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðàçáîðà ïðà-
âèëüíîãî ðåøåíèÿ, îäíàêî ïîñëå ýòîãî íåò ñìûñëà ïîâòîðÿòü ïîñòðîåíèå ôàçîâîãî
ïîðòðåòà äëÿ ýòîé çàäà÷è. Òàê æå ñòóäåíòû îòìå÷àþò, ÷òî èì íå èíòåðåñíî äåëàòü òó
æå çàäà÷ó çàíîâî. Ïîýòîìó, åñëè íå ïîëó÷èëñÿ ñâîé âàðèàíò çàäà÷è, ó÷àùåìóñÿ ïðåä-
ëàãàåòñÿ âûïîëíèòü äðóãîé âàðèàíò. Ãåíåðàöèÿ çàäà÷ â ýòîò ìîìåíò ìîæåò ïîçâîëèòü
ñîçäàòü íîâóþ çàäà÷ó ñ òåìè æå òèïàìè îñîáûõ òî÷åê, ÷òî áûëè â çàäà÷å, êîòîðàÿ íå
ïîëó÷èëàñü. Ýòî äîëæíî ïîâûñèòü êà÷åñòâî óñâîåíèÿ ìàòåðèàëà. Ñîâìåùåíèå PhaPl
ñ ãåíåðàòîðîì çàäà÷ äîëæíî óïðîñòèòü ýòî.

Ãëàâíûì íåóäîáñòâîì PhaPl ÿâëÿåòñÿ áîëüøîé ðàçìåð, êîòîðûé ñèëüíî óâåëè÷èâà-
åò âðåìÿ ñêà÷èâàíèÿ è óñòàíîâêè. Áîëüøîé ðàçìåð îáóñëîâëåí èñïîëüçîâàíèåì LATEX,
Maxima è Qt. Èõ ìîæíî çàìåíèòü íà MathJax, SymPy è HTML5 â âåá-áðàóçåðå, óæå
óñòàíîâëåííîì íà êîìïüþòåðå. Ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ
SymPy â áðàóçåðå ïðè ïîìîùè PyPy.js. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðîèçâîäèòü àâòîìàòè÷åñêîå
ðåøåíèå çàäà÷è ïîëíîñòüþ â âåá-áðàóçåðå, áåç ó÷àñòèÿ ñåðâåðà â âû÷èñëåíèÿõ. Òàê
÷òî PhaPl ñìîæåò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ â âèäå ñàéòà, êîòîðûé íå ïîòðåáóåò ìíîãî ðå-
ñóðñîâ îò ñåðâåðà è ñìîæåò ðàáîòàòü áåç ïîäêëþ÷åíèÿ ê èíòåðíåòó ïîñëå ñîõðàíåíèÿ
ëîêàëüíîé êîïèè.

Òàêèì îáðàçîì òåêóùèé óðîâåíü òåõíîëîãèé ïîçâîëÿåò ïðîãðàììíîìó êîìïëåêñó
PhaPl ñòàòü äîñòóïíîé ó÷åáíîé ñðåäîé ñ âîçìîæíîñòÿìè êàê ðàçáîðà ââåäåííûõ çàäà÷,
òàê è ãåíåðàöèè íîâûõ ó÷åáíûõ çàäà÷.

Ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ PhaPl äîñòóïåí äëÿ ñêà÷èâàíèÿ ïî ñëåäóþùåé ññûëêå:
https://github.com/AlekseyCherepanov/phapl
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ÌÅÒÎÄ ÂÀÐÈÀÖÈÈ ÏÐÎÈÇÂÎËÜÍÛÕ ÏÎÑÒÎßÍÍÛÕ
ÍÀ ÏÐÀÊÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÇÀÍßÒÈßÕ

ÏÎ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÌ ÓÐÀÂÍÅÍÈßÌ

À.Ï. Øèëèí

Óìåíèå ñòóäåíòà ðåøèòüìåòîäîì âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõïîñòîÿííûõ (ÂÏÏ) óðàâ-
íåíèå y′′ + a1y

′ + a2y = f(x), a1, a2 ∈ R, ñâîäèòñÿ, ãëàâíûì îáðàçîì, ê óìåíèþ âû-
÷èñëèòü âîçíèêàþùèå ïî õîäó ðåøåíèÿ äâà èíòåãðàëà; îñòàëüíûå äåéñòâèÿ, ïðèâî-
äÿùèå ê îòâåòó, îñóùåñòâëÿþòñÿ ïðîñòî è áûñòðî. Åñëè ñîîòâåòñòâóþùåå õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò äåéñòâèòåëüíûå êîðíè k1 è k2, òî èíòåãðàëû èìåþò
âèä

∫
e−k1xf(x) dx,

∫
e−k2xf(x) dx, à åñëè êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûå êîðíè α ± iβ,

òî âèä
∫
e−αx cos βxf(x) dx,

∫
e−αx sin βxf(x) dx. Ïðè ïðîèçâîëüíûõ k1, k2, α, β ïîäî-

áðàòü ôóíêöèþ f(x) òàê, ÷òîáû îáà èíòåãðàëà áûëè íåñëîæíûìè â âû÷èñëåíèè, äî-
âîëüíî çàòðóäíèòåëüíî. Ôóíêöèÿ f(x) íå äîëæíà áûòü ïðè ýòîì òàêîé, êàê â ìåòîäå
íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ, à èíòåãðàëû äîëæíû áûòü ¾áåðóùèìèñÿ¿, ïðè÷åì
¾áåðóùèìèñÿ¿ ñðàâíèòåëüíî íåñëîæíî èçâåñòíûìè ñòóäåíòó ìåòîäàìè ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî àíàëèçà, � èìåííî òàêèå ñëó÷àè ñëåäóåò ðàñöåíèâàòü êàê õîðîøèå ó÷åáíûå
ïðèìåðû íà ìåòîä ÂÏÏ.

Âîçüìåì, íàïðèìåð, óðàâíåíèå y′′−5y′−24y = f(x) ñ öåëûìè çíà÷åíèÿìè k1 = −3,
k2 = 8. Àâòîð ñîîáùåíèÿ çàòðóäíÿåòñÿ óêàçàòü õîòÿ áû îäíó ôóíêöèþ f(x), ÷òîáû
ïîëó÷èëñÿ õîðîøèé ó÷åáíûé ïðèìåð íà ìåòîä ÂÏÏ, è òàêàÿ ñèòóàöèÿ ÿâëÿåòñÿ òè-
ïè÷íîé. Íå ïîëó÷èòñÿ òàêæå ¾ñîçäàòü¿ f(x), âçÿâ êàêóþ-ëèáî íåñëîæíóþ ôóíêöèþ
y∗ è ïîäñòàâèâ åå â ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ. Ê îáùåìó ðåøåíèþ âèäà y = C1e

−3x +
+ C2e

8x + y∗ ñòóäåíò íå ïðèäåò, òàê êàê ñòîëêíåòñÿ ïðè ðåøåíèè ñ ¾íåáåðóùèìèñÿ¿
èíòåãðàëàìè. Íå ñëó÷àéíî â èçâåñòíûõ ñáîðíèêàõ çàäà÷ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâ-
íåíèÿì (ñì., íàïðèìåð, [1, 2] è äð.) êðàéíå íåâåëèê âûáîð ó÷åáíûõ ïðèìåðîâ íà ìå-
òîä ÂÏÏ. Ñèòóàöèÿ íåìíîãî ñòðàííàÿ, ïîñêîëüêó â òåîðåòè÷åñêîì îòíîøåíèè ìåòîäû
ÂÏÏ ìîæíî ñ÷èòàòü îñíîâíûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé,
à ñàìè ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ çàíèìàþò öåíòðàëüíîå ìåñòî â êóðñå äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé. Ïðè÷èíà ýòîé ñèòóàöèè â íåáîëüøîì çàïàñå èíòåãðàëîâ ñ ïîêàçàòåëüíîé
ôóíêöèåé, ïîääàþùèõñÿ íåòðóäíîìó âû÷èñëåíèþ â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.

Â ðàáîòå [3] íàìè ñîñòàâëåíî äëÿ ñòóäåíòîâ ôèçè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé ÁÃÓ äî-
ñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî ïðèìåðîâ íà ìåòîä ÂÏÏ. Ïðèøëîñü äîâîëüíî êðîïîòëèâî ñîãëà-
ñîâûâàòü çíà÷åíèÿ k1, k2, α, β è f(x). Ïðèìåðû ñãðóïïèðîâàíû â âàðèàíòû, êàæäîìó
ñòóäåíòó â àêàäåìè÷åñêîé ãðóïïå ìîæíî äàâàòü èíäèâèäóàëüíûé âàðèàíò. Ïðèâåäåì
îäèí èç âàðèàíòîâ:

1) y′′ − 11y + 30y =
e7x

√
1− e2x

; 2) y′′ − 6y′ + 8y =
6e5x

e2x + 9
;

3) y′′ + 6y′ + 9y = e−3x chx; 4) y′′ − 8y′ + 17y =
e4x+ctg x

sin3 x
.

Íàì ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî òàêèå ïðèìåðû ïîìîãóò ñòóäåíòàì õîðîøî îñâîèòü ìåòîä
ÂÏÏ íà ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèÿõ è ÷òî îíè îêàæóòñÿ ïîëåçíûìè â ó÷åáíîì ïðîöåññå
äëÿ ñòóäåíòîâ ðàçëè÷íûõ ñïåöèàëüíîñòåé.
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Â ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÎÌ ÂÓÇÅ

Å.È. Øèëêèíà, Ì.Ï. Äûìêîâ

Âàæíîñòü èçó÷åíèÿ ðàçäåëà ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ¿ áóäóùèìè ýêîíîìè-
ñòàìè è ñëîæíîñòü âîñïðèÿòèÿ ýòîé òåìû ñòóäåíòàìè-ïåðâîêóðñíèêàìè íåîäíîêðàòíî
îáñóæäàëàñü è íå âûçûâàåò ñîìíåíèé. Èç ìíîãîëåòíåãî îïûòà ïðåïîäàâàíèÿ â ÁÃÝÓ è
äðóãèõ âóçàõ àâòîðû óáåäèëèñü â òîì, ÷òî è ìåòîäèêà, è òåõíîëîãèÿ îáó÷åíèÿ äîëæíû
ïîñòîÿííî ñîâåðøåíñòâîâàòüñÿ, àäàïòèðóÿñü ê ïîñòîÿííîìó óìåíüøåíèþ àóäèòîðíûõ
÷àñîâ, è êàê ñëåäñòâèå, óâåëè÷åíèþ îáúåìà ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû. Òàêæå íåîá-
õîäèìî ó÷èòûâàòü âîçðîñòàþùóþ íåîäíîðîäíîñòü êîíòèíãåíòà îáó÷àåìûõ â óðîâíå
øêîëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêè, ÿçûêîâûå è äðóãèå ñîöèîêóëüòóðíûå áàðüåðû,
îñîáåííî ïðè ðàáîòå ñ èíîñòðàííûìè ñòóäåíòàìè.

Ñîâðåìåííîìó ïðåïîäàâàòåëþ èç ìíîæåñòâà êîíöåïöèé, ïðåäëàãàåìûõ â íàó÷íîé
è ïåäàãîãè÷åñêîé ëèòåðàòóðå, íåîáõîäèìî âûáðàòü íàèáîëåå äîñòóïíîå è ìàòåìàòè÷å-
ñêè ñòðîãîå èçëîæåíèå ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà äëÿ âñåõ êàòåãîðèé ñòóäåíòîâ. Íà ïåðâîé
æå ëåêöèè ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ñòóäåíòàì ïîêàçûâàåòñÿ âàæíîñòü èçó-
÷åíèÿ èìåííî ýòîãî ðàçäåëà íà ïðèìåðàõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷, ïîäîáðàííûõ êîíêðåòíî
äëÿ ýêîíîìè÷åñêîé ñïåöèàëèçàöèè îáó÷àþùèõñÿ. Íàïðèìåð, óìåñòíûì âûãëÿäèò äî-
êàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ

lim
t→+∞

p(t) = p∗,

ãäå p(t) � öåíà òîâàðà, p∗ � ðàâíîâåñíàÿ öåíà èç øèðîêî èçâåñòíîé ìîäåëè Ýâàíñà, ÷òî
ñîãëàñóåòñÿ ñ ýêîíîìè÷åñêèìè ïîíÿòèÿìè, çíàêîìûìè ñòóäåíòàì èç êóðñà ìèêðîýêî-
íîìèêè. Îòìåòèì, ÷òî äîñòàòî÷íî ìíîãî ýêîíîìè÷åñêèõ ìîäåëåé è çàäà÷ ñ ýêîíîìè÷å-
ñêèì ñîäåðæàíèåì ïðèâåäåíî â [1, 2], êîòîðûå ìîæíî ðåêîìåíäîâàòü äëÿ óãëóáëåííîãî
èçó÷åíèÿ óñïåøíûì ñòóäåíòàì.

Ïåðåä ñåìèíàðñêèìè çàíÿòèÿìè ñòóäåíòàì ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì ðåøåíèÿ êàæ-
äîãî òèïà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïðîïèñàííûé ïîøàãîâî êàê â îáùåì âèäå,
òàê è äëÿ êîíêðåòíîãî ïðèìåðà. Ýòîò ìàòåðèàë ðàçðåøàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ñòóäåíòàì
íà ïåðâûõ çàíÿòèÿõ â êà÷åñòâå ñïðàâî÷íîãî ìàòåðèàëà âìåñòå ñ òàáëèöåé èíòåãðàëîâ
è ïðîèçâîäíûõ. Òàêîé ñïðàâî÷íûé ìàòåðèàë ïîìîãàåò íàèáîëåå ñëàáûì ñòóäåíòàì
ñðàçó âêëþ÷èòüñÿ â ðàáîòó, ðåøàÿ ïî øàáëîíó ïðåäëîæåííûå çàäà÷è.

Äëÿ áîëåå ïîäãîòîâëåííûõ ñòóäåòîâ ïðåäëàãàåòñÿ ñâîé òåìï îáó÷åíèÿ, äëÿ ÷åãî
èì ðàçäàåòñÿ ìàòåðèàë ñ çàäàíèÿìè ðàçíîãî óðîâíÿ ñëîæíîñòè. Ïðè ýòîì îäèí èëè
íåñêîëüêî ñòóäåíòîâ ðàáîòàþò ó äîñêè. Òèðàæèðîâàíèå è ðàñïðîñòðàíåíèå ëåêöèîí-
íîãî, ñïðàâî÷íîãî è ðàçäàòî÷íîãî ìàòåðèàëà ëåãêî îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì ýëåê-
òðîííîé ðàññûëêè è äðóãèõ âîçìîæíîñòåé, ïðåäîñòàâëÿåìûõ Internet-òåõíîëîãèÿìè.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ïîñëåäíåå âðåìÿ îñîáóþ îçàáî÷åííîñòü âûçûâàåò èñïîëü-
çîâàíèå ñòóäåíòàìè ïðè âûïîëíåíèèè èìè êîíòðîëüíûõ è ýêçàìåíàöèîííûõ ìåðîïðè-
ÿòèé íîâåéøèõ ðàçðàáîòàê áåñïðîâîäíîé ñâÿçè è ïåðåäà÷è ãðàôè÷åñêîé èíôîðìàöèè.
Ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî ñèëàìè îäíîãî ëèøü ïðåïîäàâàòåëÿ äàííàÿ ïðîáëåìà íå ìîæåò
áûòü óñïåøíî ðåøåíà. Îäíèì èç âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ ðàáîòû ñ èíîñòðàííûìè ñòó-
äåíòàìè ÿâëÿåòñÿ ôîðìèðîâàíèå ó÷åáíûõ ãðóïï äëÿ ïðîâåäåíèÿ ñåìèíàðñêèõ çàíÿ-
òèé, ñîñòîÿùèõ òîëüêî èç èíîñòðàííûõ ñòóäåíòîâ, à òàêæå ïðîâåäåíèå ïî èõ ïðîñüáå
äîïîëíèòåëüíûõ çàíÿòèé è êîíñóëüòàöèé íà ïëàòíîé îñíîâå ïî ñîãëàñîâíèþ ñ àäìè-
íèñòðàöèåé âóçà.
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Òàêèì îáðàçîì, îáåñïå÷åíèå ó÷åáíîãî ïðîöåññà ìåòîäè÷åñêèìè ðàçðàáîòêàìè ïðè-
êëàäíîé íàïðàâëåííîñòè, ó÷åò èíòåëëåêòóàëüíûõ è ïñèõîëîãè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé
ëè÷íîñòè îáó÷àåìîãî, âíåäðåíèå êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé, àêòèâíàÿ ñîâìåñòíàÿ
òâîð÷åñêàÿ ðàáîòà óñèëèâàþò ìîòèâàöèþ ñòóäåíòîâ ê èçó÷åíèþ êóðñà âûñøåé ìàòå-
ìàòèêè âîîáùå, è äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, â ÷àñòíîñòè.
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ÊÓÐÑÀÍÒÎÂ ÂÎÅÍÍÎÉ ÀÊÀÄÅÌÈÈ

Ã.À. Øóíèíà

Ìåòîäèêà ôîðìèðîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðîôåññèîíàëüíî çíà÷èìûõ çíàíèé è
óìåíèé êóðñàíòîâ âîåííî-êîìàíäíûõ ñïåöèàëüíîñòåé ïðè èõ îáó÷åíèè ìàòåìàòèêå
áûëà ðàçðàáîòàíà è âíåäðåíà ñíà÷àëà íà îáùåâîéñêîâîì ôàêóëüòåòå [1], à çàòåì è íà
íåñêîëüêèõ äðóãèõ ôàêóëüòåòàõ Âîåííîé àêàäåìèè (ñì. [2] è äð.). Ìåòîäèêà ðåàëèçó-
åòñÿ ÷åðåç íàïîëíåíèå âñåõ êîìïîíåíòîâ ìåòîäè÷åñêîé ñèñòåìû îáó÷åíèÿ êóðñàíòîâ,
âêëþ÷àþùåé öåëü, ñîäåðæàíèå, ìåòîäû, ôîðìû è ñðåäñòâà îáó÷åíèÿ, ìåæäèñöèïëè-
íàðíûìè ñâÿçÿìè äèñöèïëèíû ¾Îñíîâû âûñøåé ìàòåìàòèêè¿ ñ âîåííûìè ñïåöèàëü-
íûìè äèñöèïëèíàìè.

Ñ ýòîé æå öåëüþ ñíà÷àëà áûë ðàçðàáîòàí, à ñåé÷àñ ñîâåðøåíñòâóåòñÿ ìåòîäè÷åñêèé
è îðãàíèçàöèîííûé ïðîôåññèîíàëüíî íàïðàâëåííûé êîìïëåêñ äëÿ ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ
ìàòåìàòè÷åñêîé îáðàçîâàòåëüíîé ñðåäû îáó÷åíèÿ êóðñàíòîâ âîåííî-êîìàíäíûõ ñïå-
öèàëüíîñòåé Âîåííîé àêàäåìèè. Îí ñîäåðæèò íîâóþ ó÷åáíóþ ïðîãðàììó, êóðñ ëåêöèé
è ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé, ñèñòåìó ìàòåìàòè÷åñêèõ âîåííî-ïðèêëàäíûõ çàäà÷, èííîâà-
öèîííûé ïðîãðàììíî-ìàòåìàòè÷åñêèé ëàáîðàòîðíûé ïðàêòèêóì.

Òåîðèÿ ñðåäîâîãî ïîäõîäà â îáðàçîâàíèè áûëà ðàçðàáîòàíà ðóêîâîäèòåëåì ëàáîðà-
òîðèè ñðåäû è ñðåäîâûõ èññëåäîâàíèé â îáðàçîâàíèè Íèæåãîðîäñêîãî èíñòèòóòà ðàç-
âèòèÿ îáðàçîâàíèÿ äîêòîðîì ïåäàãîãè÷åñêèõ íàóê Þ.Ñ. Ìàíóéëîâûì, ó÷åíèêîì àêà-
äåìèêà ÐÀÎ Ë.È. Íîâèêîâîé. Ñðåäîâîé ïîäõîä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òåîðèþ îñóùåñòâ-
ëÿåìîãî ÷åðåç ñïåöèàëüíî ôîðìèðóåìóþ ñðåäó óïðàâëåíèÿ ïðîöåññîì ôîðìèðîâàíèÿ
è ðàçâèòèÿ êóðñàíòà. Òåîðèþ ñðåäîâîãî ïîäõîäà ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ìåòîäîëîãèþ:
ìåòîäîëîãèþ ïåäàãîãè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè è ìåòîäîëîãèþ íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêîãî èñ-
ñëåäîâàíèÿ. Ñðåäîâîé ïîäõîä îáëàäàåò òàêèìè áàçîâûìè ïðîöåäóðàìè, êàê ñðåäîîáðà-
çîâàíèå, íàïîëíåíèå íèø, èíâåðñèÿ ñðåäû, îñðåäíåíèå è òèïèçàöèÿ. Ñèñòåìà äåéñòâèé
ñî ñðåäîé ïðåâðàùàåò åå â ñðåäñòâî êîìïëåêñíîãî öåëåíàïðàâëåííîãî âîçäåéñòâèÿ íà
ëè÷íîñòü êóðñàíòà. Ñðåäà ðàñêðûâàåò òå èëè èíûå âîçìîæíîñòè äëÿ ðàçâèòèÿ ëè÷-
íîñòè êóðñàíòà. Ñðåäà âëèÿåò íà åãî îáðàç æèçíè, çàäàâàÿ òå èëè èíûå ñòåðåîòèïû,
ìîäåëè, ¾êîðèäîðû¿ äâèæåíèÿ ïî æèçíè. Â èòîãå ñðåäà òèïèçèðóåò ëè÷íîñòü è òåì
ñàìûì ïîçâîëÿåò îáùåñòâó ÷åðåç âîñïèòàíèå ðåàëèçîâûâàòü â øèðîêîé ïðàêòèêå òå
èëè èíûå èäåàëû, ïîëó÷àòü òîò èëè èíîé òèï ëè÷íîñòè.

Ñðåäîâîé ïîäõîä îñâåùåí â èññëåäîâàíèÿõ Þ.Ê. Áàáàíñêîãî, Ê.Â. Ãàâðèëîâåö,
Þ.Ñ. Ìàíóéëîâà, À.Ï. Ñìàíöåðà è äð. ¾Â ñîâðåìåííîé ïåäàãîãèêå óäåëÿåòñÿ îñîáîå
âíèìàíèå ñðåäîâûì ôàêòîðàì â îáó÷åíèè, ñïîñîáñòâóþùèì ðàçâèòèþ è ñàìîðàçâèòèþ
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áóäóùèõ ñïåöèàëèñòîâ. Ñðåäîâîé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ ìåòîäîëîãè÷åñêîé îñíîâîé ïðîåê-
òèðîâàíèÿ îáðàçîâàòåëüíîé ñðåäû âûñøåãî ó÷åáíîãî çàâåäåíèÿ¿ [3, c. 193]. Â ñâÿ-
çè ñ ýòèì âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ïåðåñìîòðà ñòðóêòóðû îáðàçîâàòåëüíîãî ïðîöåñ-
ñà, îáåñïå÷åíèå åãî ñîîòâåòñòâèÿ íàöèîíàëüíûì öåëÿì ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ òåõíîëî-
ãèé ïîäãîòîâêè îôèöåðîâ. Ñïðîåêòèðîâàííàÿ è ïîääåðæèâàåìàÿ â Âîåííîé àêàäåìèè
åñòåñòâåííàÿ ó÷åáíî-àðìåéñêàÿ ñðåäà ñïîñîáñòâóåò ôîðìèðîâàíèþ ïðîôåññèîíàëüíûõ
çíàíèé, óìåíèé è íàâûêîâ êóðñàíòîâ, â ÷àñòíîñòè, ïðè èçó÷åíèè âûñøåé ìàòåìàòèêè.
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C. 116.
Çíàåíêî Í.Ñ. znaenas@mail.ru. Óëüÿíîâñêèé èíñòèòóò ãðàæäàíñêîé àâèàöèè èì. ãëàâíîãî ìàðøàëà

àâèàöèè Á.Ï. Áóãàåâà, Óëüÿíîâñê, Ðîññèÿ. C. 137.
Çóáêî Î.Ë. ozubko@bntu.by. Áåëîðóññêèé íàöèîíàëüíûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, Ìèíñê, Áåëà-

ðóñü. C. 92.
Èãíàòåíêî Â.Â. ihnatsenko@tut.by. Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíîëîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò,

Ìèíñê, Áåëàðóñü. C. 93.
Èãíàòåíêî Ì.Â. ignatenkomv@bsu.by. Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìèíñê, Áåëà-

ðóñü. C. 58.
Èñà÷åíêî À.Í. isachenkoan@mail.ru. Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìèíñê, Áåëàðóñü.

C. 131.
Êàâèòîâà Ò.Â. kavitovatv@tut.by. Âèòåáñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ï.Ì. Ìàøåðîâà,

Âèòåáñê, Áåëàðóñü. C. 10.
Êàçàíöåâà Â.Â. vicveden@yahoo.com. Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â.Êåëäûøà ÐÀÍ,

Ìîñêâà, Ðîññèÿ. C. 86.
Êàëàíäèÿ Å.È. Xudickay_EI@grsu.by. Ãðîäíåíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. ß. Êóïàëû,

Ãðîäíî, Áåëàðóñü. C. 132.
Êàïóñòî À.Â. kapusto@tut.by. Áåëîðóññêèé íàöèîíàëüíûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, Ìèíñê, Áå-

ëàðóñü. C. 134.
Êàðà÷èê Â.Â. karachik@susu.ru. Þæíî-Óðàëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò (Íàöèîíàëüíûé

èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò), ×åëÿáèíñê, Ðîññèÿ. C. 12.
Êàñòðèöà Î.À. kastritsa@bsu.by. Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìèíñê, Áåëàðóñü.

C. 125.
Êà÷àí È.Â. ilyakachan@gmail.com. Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìèíñê, Áåëàðóñü.

C. 85.
Êàÿíîâè÷ Ñ.Ñ. kayanovichs@gmail.com. Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èíôîðìàòèêè

è ðàäèîýëåêòðîíèêè, Ìèíñê, Áåëàðóñü. C. 13.
Êâåòêî Î.Ì tx1@tut.by. Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé àãðàðíûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò,

Ìèíñê, Áåëàðóñü. C. 135.
Êå÷êî Å.Ï. ekechko@gmail.com. Ãîìåëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ô. Ñêîðèíû, Ãî-

ìåëü, Áåëàðóñü. C. 68.
Êîâàëåâà È.Ñ. isida89@list.ru. Ãîìåëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ô. Ñêîðèíû, Ãîìåëü,

Áåëàðóñü. C. 60.
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Êîâàëåâñêàÿ Ý.È. ekovalevsk@mail.ru. Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé àãðàðíûé òåõíè÷åñêèé óíè-
âåðñèòåò, Ìèíñê, Áåëàðóñü. C. 135.

Êîçëîâñêàÿ È.Ñ. kozlovskaja@bsu.by. Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìèíñê, Áåëàðóñü.
C. 18.

Êîìðàêîâà Å.Â. lozavskaya@gstu.by. Ãîìåëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûõ òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èì.
Ï.Î. Ñóõîãî, Ãîìåëü, Áåëàðóñü. C. 96.

Êîíîíîâà Î.À. ÊononovaOA@bsu.by. Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìèíñê, Áåëàðóñü.
C. 127.

Êîíîïëåâà È.Â. irinakonopleva2014@yandex.ru. Óëüÿíîâñêèé èíñòèòóò ãðàæäàíñêîé àâèàöèè èì.
Ãëàâíîãî ìàðøàëà àâèàöèè Á.Ï. Áóãàåâà, Óëüÿíîâñê, Ðîññèÿ. C. 16, 137.

Êîïàòü Ä.ß. dk80395@mail.ru. Ãðîäíåíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. ß. Êóïàëû, Ãðîäíî,
Áåëàðóñü. C. 95.

Êîðàëüêîâ À.Ä. artemkoralkov@gmail.com. Ìîçûðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïåäàãîãè÷åñêèé óíèâåðñè-
òåò èì. È.Ï. Øàìÿêèíà, Ìîçûðü, Áåëàðóñü. C. 101.

Êîðçþê Â.È. korzyuk@bsu.by. Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Áåëàðóñè, Ìèíñê, Áåëàðóñü; Áåëîðóñ-
ñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìèíñê, Áåëàðóñü. C. 17, 18, 20, 21.

Êðóøåâñêàÿ Å.Å. k.krushevsky@gmail.com. Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìèíñê, Áå-
ëàðóñü. C. 138.

Êðóøåâñêèé Å.À. krushevski@bntu.by. Áåëîðóññêèé íàöèîíàëüíûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò,
Ìèíñê, Áåëàðóñü. C. 138.

Êóçíåöîâà À.À. alesja_71@mail.ru. Áåëîðóññêèé íàöèîíàëüíûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, Ìèíñê,
Áåëàðóñü. C. 134.

Êóëüæóìèåâà À.À. aiman-80@mail.ru. Çàïàäíî-Êàçàõñòàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì.
Ì. Óòåìèñîâà, Óðàëüñê, Ðåñïóáëèêà Êàçàõñòàí. C. 23.

Êóðî÷êà Ê.Ñ. kurochka@gstu.by. Ãîìåëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûõ òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èì.
Ï.Î. Ñóõîãî, Ãîìåëü, Áåëàðóñü. C. 96.

Ëàïòèíñêèé Â.Í. lavani@tut.by. Èíñòèòóò òåõíîëîãèè ìåòàëëîâ ÍÀÍ Áåëàðóñè, Ìîãèëåâ, Áåëà-
ðóñü. C. 98.

Ëåâàêîâ À.À. levakov@tut.by. Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìèíñê, Áåëàðóñü. C. 139.
Ëåîíîâ Å.À. debager13@rambler.ru. Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíîëîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò,

Ìèíñê, Áåëàðóñü. C. 93.
Ëèïñêàÿ Í.À. naderachic@tut.by. Áðåñòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, Áðåñò, Áå-

ëàðóñü. C. 56.
Ëîáàíîâà Í.È. puchkov@nnn.tstu.ru. Öåíòð âíåøêîëüíîé ðàáîòû, Çåëåíîêóìñê, Ñòàâðîïîëüñêèé

êðàé, Ðîññèÿ. C. 143.
Ëîìîâöåâ Ô.Å. lomovcev@bsu.by. Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìèíñê, Áåëàðóñü.

C. 24, 27, 34, 36, 38, 99.
Ëûñåíêî (Øîëîìèöêàÿ) Â.Â. valery.sholomitskaya@gmail.com. Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíè-

âåðñèòåò, Ìèíñê, Áåëàðóñü. C. 27.
Ìàâëÿâèåâ Ð.Ì. mavly72@mail.ru. Êàçàíñêèé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, Êàçàíü, Ðîññèÿ. C. 8.
Ìàçàíèê Ñ.À. smazanik@bsu.by. Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìèíñê, Áåëàðóñü.

C. 125, 139.
Ìàéîðîâñêàÿ Ñ.Â. svmayor@mail.ru. Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé ýêîíîìè÷åñêèé óíèâåðñèòåò,

Ìèíñê, Áåëàðóñü. C. 130.
Ìàðòûíîâ È.Ï. i.martynov@grsu.by. Ãðîäíåíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. ß. Êóïàëû,

Ãðîäíî, Áåëàðóñü. C. 132.
Ìåòåëüñêèé À.Â. ametelski@bntu.by. Áåëîðóññêèé íàöèîíàëüíûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò,Ìèíñê,

Áåëàðóñü. C. 142.
Ìèðîíîâà Ë.Â. mironova5509@gmail.com. Óëüÿíîâñêèé èíñòèòóò ãðàæäàíñêîé àâèàöèè èì. ãëàâ-

íîãî ìàðøàëà àâèàöèè Á.Ï. Áóãàåâà, Óëüÿíîâñê, Ðîññèÿ. C. 137.
Ìèðîòèí À.Ð. amirotin@yandex.ru. Ãîìåëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ô. Ñêîðèíû,

Ãîìåëü, Áåëàðóñü. C. 53, 60.
Ìîðîç Î.À. volgamaroz@mail.ru. Áåëîðóññêèé íàöèîíàëüíûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, Ìèíñê, Áå-

ëàðóñü. C. 129.
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Íàóìîâåö Ñ.Í. Áðåñòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Áðåñò, Áåëàðóñü. C. 18.
Íåìàíîâà È. Ò. tatyana-zhur@mail.ru. Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé àãðàðíûé òåõíè÷åñêèé óíè-

âåðñèòåò, Ìèíñê, Áåëàðóñü. C. 106.
Íèãìåäçÿíîâà À.Ì. aigmani23@rambler.ru. Êàçàíñêèé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, Èíñòèòóò ìàòå-

ìàòèêè è ìåõàíèêè èì. Í.È.Ëîáà÷åâñêîãî, Êàçàíü, Ðîññèÿ. C. 29.
Íèêèòèí À.È. ip.alexnikitin@gmail.com. Âèòåáñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ï.Ì. Ìàøå-

ðîâà, Âèòåáñê, Áåëàðóñü. C. 30.
Íîâèê Þ.Ô. novik.yu.f@gmail.com. Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èíôîðìàòèêè è ðà-

äèîýëåêòðîíèêè, Ìèíñê, Áåëàðóñü. C. 4.
Îâñèþê Å.Ì. e.ovsiyuk@mail.ru. Ìîçûðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïåäàãîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èì.

È.Ï. Øàìÿêèíà, Ìîçûðü, Áåëàðóñü. C. 101, 104.
Îêðóò ß.À. smail.smail29@mail.ru. Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìèíñê, Áåëàðóñü.

C. 31.
Ïàíæèåâà Í.Í. bakhodir.zhuraev.52@mail.ru. Òåðìåçñêèé ôèëèàë Òàøêåíòñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî

òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà, Òåðìåç, Óçáåêèñòàí. C. 57.
Ïàíîâ Å.Þ. Eugeny.Panov@novsu.ru. Íîâãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Âåëèêèé Íîâãî-

ðîä, Ðîññèÿ. C. 33.
Ïàíòåëååâà Å.Â. nis@brsu.brest.by. Áðåñòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. À.Ñ. Ïóøêèíà,

Áðåñò, Áåëàðóñü. C. 74.
Ïåðåâàðþõà À.Þ. temp_elf@mail.ru. Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé Èíñòèòóò èíôîðìàòèêè è àâòîìàòèçà-

öèè ÐÀÍ, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, Ðîññèÿ. C. 90.
Ïðîíåâè÷ À.Ô. pranevich@grsu.by. Ãðîäíåíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. ß. Êóïàëû,

Ãðîäíî, Áåëàðóñü. C. 111.
Ïðîíüêî Â.À. v.pronko@grsu.by. Ãðîäíåíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. ß. Êóïàëû, Ãðîä-

íî, Áåëàðóñü. C. 132.
Ïó÷êîâ Í.Ï. puchkov@nnn.tstu.ru, lobantchik@yandex.ru. Òàìáîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé

óíèâåðñèòåò, Òàìáîâ, Ðîññèÿ. C. 62, 143.
Ðàäûíî À.ß. ales.radyna@gmail.com. Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìèíñê, Áåëàðóñü.

C. 63.
Ðàäûíî Í.ß. mir@bsu.by, mir-0602@yandex.by. Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìèíñê,

Áåëàðóñü. C. 103, 122.
Ðàåâñêàÿ Ë.À. larais@mail.ru. Áåëîðóññêèé íàöèîíàëüíûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, êàôåäðà âûñ-

øåé ìàòåìàòèêè � 1, Ìèíñê, Áåëàðóñü. C. 131.
Ðàçìûñëîâè÷ Ã.Ï. razmysl@bsu.by. Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìèíñê, Áåëàðóñü.

C. 139, 145.
Ðàñîëüêî Ã.À. rasolka@gmail.com. Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìèíñê, Áåëàðóñü.

C. 123.
Ðåäüêîâ Â.Ì. v.redkov@ifanbel.bas-net.by. Èíñòèòóò ôèçèêè èì. Á.È. Ñòåïàíîâà ÍÀÍ Áåëàðóñè,

Ìèíñê, Áåëàðóñü. C. 104.
ÐîìàíåíêîÀ.À. romanenko1956@gmail.com. Áåëîðóññêî-Ðîññèéñêèé óíèâåðñèòåò, Ìîãèëåâ, Áåëà-

ðóñü. C. 98.
Ðÿáóøêî À.Ï. mathematics1@bntu.by, tatyana-zhur@mail.ru. Áåëîðóññêèé íàöèîíàëüíûé òåõíè÷å-

ñêèé óíèâåðñèòåò, Ìèíñê, Áåëàðóñü. C. 92, 106.
Ñàäåêîâ Í.Õ. nail.sadd@mail.ru. Ðîññèéñêèé óíèâåðñèòåò äðóæáû íàðîäîâ, Ìîñêâà, Ðîññèÿ. C. 84.
Ñàðòàáàíîâ Æ.À. sartabanov42@mail.ru. Àêòþáèíñêèé ðåãèîíàëüíûé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñè-

òåò èì. Ê. Æóáàíîâà, Àêòîáå, Ðåñïóáëèêà Êàçàõñòàí. C. 23.
Ñåâàñòþê Â.À. Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Áåëàðóñè, Ìèíñê, Áåëàðóñü. C. 18.
Ñåìåí÷óê Í.Â. senata155@gmail.com. Ãðîäíåíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. ß. Êóïàëû,

Ãðîäíî, Áåëàðóñü. C. 89.
Ñåðèêîâ Â.Ï. Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Áåëàðóñè, Ìèíñê, Áåëàðóñü. C. 18.
Ñêîìîðîõîâ Â.Â. uaa@nnn.tstu.ru. Òàìáîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, Òàìáîâ,

Ðîññèÿ. C. 64.
Ñïàñêîâ Ñ.À. sergey.spaskov@gmail.com. Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìèíñê, Áåëà-

ðóñü. C. 66.
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Ñïåñèâöåâà Ê.À. ksenia.spesivtseva@gmail.com. Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìèíñê,
Áåëàðóñü. C. 34.

Ñòàíèøåâñêàÿ Ë.Â. stanishevskiy.anton1994@mail.ru. Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé ýêîíîìè÷åñêèé
óíèâåðñèòåò, Ìèíñê, Áåëàðóñü.. C. 146.

Ñòàðîâîéòîâ À.Ï. svoitov@gsu.by. Ãîìåëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ô. Ñêîðèíû,
Ãîìåëü, Áåëàðóñü. C. 68.

Ñòîëÿð÷óê È.È. ivan.telkontar@gmail.com. Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìèíñê, Áå-
ëàðóñü. C. 21.

Ñòðåëþõèí À.Â. 33770011@mail.ru. Áåëîðóññêèé íàöèîíàëüíûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, Ìèíñê,
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